Didactica

Valores y conocimiento
matematico: 1a belleza matematica

Inés M. GoOmez-Chacon

Resumen

En estos ultimos anos es recono-
cida la influencia de la dimension
emocional en el desarrollo del apren-
dizaje en el aula. Sin embargo, pare-
ce necesario un mayor desarrollo de
los descriptores basicos: actitudes,
emociones, creencias y valores en
disciplinas concretas. El articulo abor-
da el tema de los valores y actitudes
de las Matemadticas y de forma es-
pecifica el valor de la belleza. Se ar-
gumenta sobre la importancia del jui-
cio estético como una componente
importante en el buen resolutor de
problemas, explicitando sus implica-
ciones para la educacion matematica
de los estudiantes.

Abstract

In the last few years, the influence
of the emotional dimension in the
classroom learning development has
been recognised. However, there is a
need to develop more the basic con-
cepts: attitudes, emotions, beliefs and
values in concrete disciplines. This ar-
ticle deals with the values and attitu-
des of Mathematics, and in particular
the value of beauty. It argues on the
importance of the aesthetic reasoning
as an essential component in the go-
od problem solver, explicitly explai-
ning its implications on the student's
education in Mathematics.

“La belleza es la primera senal, pues en el mundo

no hay un lugar permanente para las matematicas feas”
G. H. Hardy!

Actualmente hay mayor consciencia de la complejidad de la natu-
raleza de los factores que influyen en el aprendizaje de la matemati-
ca de los estudiantes; muestra de ello es el grupo PME (Psychology
of Mathematics Education). Si reparamos en la historia de este gru-

L Harpy, G. H. (1940) A Mathematician’s Apology. Traduccion espanola
Hernandez, J. Apologia de un matemdtico. Nivola, 1999, p. 85.
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po, al comienzo usaba otro nombre, “Psychology of Mathematical
Thinking”, ya que tenia como finalidad solo profundizar en aspectos
relativos al pensamiento matemdtico. Con el tiempo sus finalidades
evolucionaron hasta tal punto de modificar su nombre como Psycho-
logy of Mathematics Education, dejando la puerta abierta a toda cla-
se de cuestiones relativas a la educacion y al estudio de factores de
naturaleza compleja que se dan en el aprendizaje.

Son muchos los investigadores que tratan de dar respuesta a esta
busqueda. Una perspectiva significativa para este debate es la que
aportan los enfoques de aprendizaje centrados en la dimension so-
ciocontextual y emocional de los sujetos. En los ultimos trabajos
(PME, 2004, CERME, 2003; 2004) se ha puesto de relieve la necesi-
dad de trabajar el tema de valores. Este tema se sitia en el contexto
de cuestiones relativas a finalidades y metas del aprendizaje y a la
contribucion que la matematica puede hacer al desarrollo moral de
los estudiantes. En este situar el estado de la cuestion, podriamos
decir que, aunque hay deseos de abordar este tema, los trabajos rea-
lizados son escasos.

En los estudios sobre la dimension emocional (actitudes, emocio-
nes, creencias) en Matematicas, que hemos realizado o que otros in-
vestigadores han realizado, se ha puesto de manifiesto que los valo-
res de la cultura matemaitica que los estudiantes vivencian se
aprenden de forma implicita e incluso no consciente (Goémez-
Chacon, 2000). En muchos casos, los valores que se asocian a las
matematicas no son nada beneficiosos para la formacion matematica
y personal del alumno. Por ejemplo, basta considerar las opiniones
acerca de la naturaleza de las Matematicas arraigadas en el publico
en general: Jas Matemadticas son: fijas, inmutables, abstractas y no re-
lacionadas con la realidad; un misterio accesible a pocos; una colec-
cion de reglas y hechos que deben ser recordados; un conocimiento
acultural, nada humanistico, libre de valores, etc”.

Aunque esto forma parte de la imagen social de la Matematica, lo
que también estd cada vez mas claro es que las Matematicas, ademas
de ser una determinada clase de tecnologia simbolica (reglas, con-
ceptos, algoritmos, etc.), también son portadoras, y al mismo tiempo
producto, de unos valores determinados. Si s6lo pretendemos com-
prender las Matematicas como una tecnologia simbolica concreta,
Unicamente comprenderemos una pequena parte de ellas: de hecho,
quizas la menos importante para la educacion y para nuestro futuro.

Para desarrollar este articulo se procedera de la forma siguiente:
en un primer momento se sitia brevemente el tema de los valores y
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actitudes de las Matematicas, para pasar seguidamente a centrarnos
en la belleza matematica. Se argumentard sobre la importancia del
juicio estético como una componente importante en el buen resolu-
tor de problemas, explicitando sus implicaciones para la educacion
matemadtica de los estudiantes.

Valores y Actividad Matemdatica

Me sitGo ante este tema presentando una aproximacion no acaba-
da de cara a una articulaciéon en el curriculum. Mi intenciéon es nom-
brar algunos aspectos que deberian tener una consideracion explici-
ta en el aula. Ya en el 20002 intenté analizar los procesos de
ensenanza en matematicas de cara a los valores, en orden a mostrar
como es posible modificar el énfasis que le ponemos -en algunos
casos bastante negativo- con objeto de que el estudiante mejore en
la comprension del conocimiento matematico y en el compromiso
ético.

El valor se concibe como aquel bien que el hombre ama y que
descubre en cuanto le rodea, como merecedor de estima (Cembra-
nos, 1994: 2). Se podria definir como universales o estindares que se
van expresando histéricamente a través de una acumulacion de ex-
periencias significativas para los hombres y mujeres. Tienen una di-
mension transcendente: apuntan mas alld de la persona misma.

Una de las formas de reconocer la existencia de los valores ma-
temadticos es tratar de dar respuesta a jpor qué deberiamos ensenar
matemadticas a nuestros alumnos? La respuesta varia historicamente y
culturalmente. Autores como Mongens Niss (1996) y como Alan Bis-
hop (1988/1999), Miguel de Guzman (1993, 2000), nos han ayudado
a situar esta perspectiva reflexionando sobre las finalidades de la en-
senanza de las Matematicas, contribuyendo de manera decisiva a fi-
jar los propositos, las metas y las aspiraciones de la ensenanza de las
Matematicas que ofrecemos a nuestros alumnos, asi como la forma
de percibir, organizar, llevar a cabo y poner en practica a diario su
ensenanza y el aprendizaje.

2 La primera vez que abordé este tema fue en la conferencia Actitudes y va-
lores en el proceso de ensenianza de la Matemadtica, Ato Mundial de las Matema-
ticas, actividad organizada por la Sociedad Extremena de Educacion Matematica
“Ventura Reyes Prosper”, 12 de marzo de 2000, Mérida, Badajoz.
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De todos estos estudios sobre finalidades me surgen varias cues-
tiones ¢Cudles son los valores que se destacan? ;Como identificarlos?
sComo son reconocidos como tales? ;Como conceptualizarlos?

La maduracion en los valores se realiza por medio del proceso de
valoracion. Por tanto, en primer lugar seria necesario reconocer cOmo
se desarrolla este proceso de valoracion que, en muchos casos, que-
da expresado por las preferencias o elecciones. Por ejemplo, escoge-
mos las Matematicas, en vez de la ebanisteria, como un drea de espe-
cial relevancia para el individuo porque tiene ciertas cualidades o
atributos como conocimiento mds importante que el conocimiento de
la ebanisteria. Habitualmente estas cualidades se manifiestan a nivel
social, a nivel institucional, a nivel educativo y a nivel individual: “es
importante”, “es la mas rechazada”, “es la mas dificil”, etc... Muchos
de los valores sentidos en el aula proceden de las creencias y valores
sobre el conocimiento matematico a nivel social y escolar.

“Ademas de desarrollar estrategias cognitivas y lingtisticas,
los individuos adquieren ‘teorias’ del lenguaje y de la cogni-
cion. Aprenden qué tipos de conocimientos son importantes y
para qué fines; aprenden la relacion entre conocimiento y
condicion social; aprenden cudles son las ocasiones adecuadas
para adquirir conocimientos y para manifestarlos; y asi sucesi-
vamente” (Lancy 183: 208, citado en Bishop, 1999: 86).

Algunos de los valores asociados con las matemadticas

En este apartado se ofrece lo que, en mi opinion, son algunos de
los principales valores asociados con las Matematicas, basando mis
argumentos en la documentaciéon historica y cultural aunque no se
expliciten las citas. Dejaré abierta la cuestion de la importancia edu-
cativa de estos valores aunque, naturalmente, la retomaré mas ade-
lante en apartado siguiente con el valor de la belleza y el juicio esté-
tico. Los valores relativos al conocimiento matematico elegidos son
el espiritu de la racionalidad, el objetismo, el sentimiento de control
y de seguridad, el sentimiento de progreso, la apertura, el misterio y
la busqueda de la verdad.

El espiritu de la racionalidad

Un primer grupo de valores asociados con las Matematicas tiene
que ver con el espiritu de la racionalidad. Desde los tiempos de las
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civilizaciones egipcias y helénicas, donde el poder de la razon se
empezO a establecer, el racionalismo se ha convertido en una ética
primaria. El racionalismo ha sido uno de los principios rectores del
desarrollo matematico. Como dijo Kline (1972: 26-27):
“En su aspecto mas amplio las matemadticas son un espiritu,
el espiritu de la racionalidad. Este espiritu desafia, estimula, vi-
goriza y dirige las mentes humanas para que den el maximo
de si. Este pretende influir decisivamente en la vida fisica, mo-
ral y social del hombre, pretende responder a los problemas
planteados por nuestra existencia misma, se esfuerza por com-
prender y controlar la naturaleza y hace un gran esfuerzo para
explorar y establecer las implicaciones mas profundas y extre-
mas del conocimiento ya obtenido” .

La racionalidad requiere de la explicacion, de la abstraccion y de
la teorizacion. En el area de la Matematica, se dio un interés muy
explicito por el razonamiento deductivo como un método valido pa-
ra alcanzar explicaciones y conclusiones. Racionalizar es intentar fra-
guar una conexion logica entre dos ideas que hasta ese momento
pueden haber estado desconectadas, o conectadas mediante una in-
congruencia. Por tanto, cuando criticamos una linea de razonamien-
to, cuando refutamos una hipodtesis, cuando encontramos un contra-
ejemplo, cuando seguimos una linea de razonamiento “hasta su
conclusion logica” y encontramos que esta en contradiccion con al-
go que ya sabemos que es cierto, y cuando conciliamos un argu-
mento, estamos siendo guiados por los valores del racionalismo vy, al
mismo tiempo, también los mantenemos.

Otro aspecto relacionado con la educacion y de especial interés
para nosotros es el hecho de que el mundo tangible de los objetos
materiales no es logico y que las personas o cosas no son racionales:
son las explicaciones. El racionalismo hace referencia directamente a
argumentos, inferencias, relatos y explicaciones: el racionalismo solo
se transfiere a personas concretas y objetos mediante la “explica-
cion” de esos fendomenos concretos. Por ejemplo, se considera que
una persona solo se comporta logicamente si nosotros podemos en-
contrar una explicacion logica de su comportamiento. Por tanto, la
separacion entre “objeto” e idea es lo que permite que aflore el ra-
cionalismo. Fueron los pitagoéricos y los platonicos quienes estable-
cieron la importancia de la distincion entre objeto e idea que condu-
jo a centrarse en las abstracciones como “materiales” de las
descripciones y las explicaciones. Este valor ofrece las posibilidades
y las potencialidades de la abstracciéon a una cultura. Ademas de va-
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lorar la 16gica, también debemos aceptar el poder de la abstraccion y
de operar con ideas. De hecho, en el contexto matematico se valora
también “teorizar” como una dimension que nos permite alcanzar
mejores horizontes. Teorizar no tiene la connotacion que se le atri-
buye en otros contextos de falta de realidad.

Por ultimo, deseo resenar que el racionalismo tiene una dimen-
sion estética. Existe cierta belleza en la complecion y la coherencia
de un argumento logico, cuando “se atan los cabos sueltos”, cuando
la “ambigiiedad” y la imprecision son reemplazadas por la claridad y
la certidumbre, cuando los claroscuros y la imprecision de las me-
dias verdades se iluminan con la clara luz de la razén. Buscamos
consistencia y cohesion, y reaccionamos ante la inconsistencia de un
razonamiento como si fuera un desafio a nuestro buen juicio.

Objetismo (las ideas sobre objetos)

Es evidente que el racionalismo ha sido una fuerza impulsora, pe-
ro no menos influyente ha sido otro conjunto de valores comple-
mentarios, los denominados en la linea del “objetismo”, en un inten-
to de caracterizar una vision del mundo dominada por imagenes de
objetos materiales.

Las matematicas favorecen una vision de la realidad mas objetiva
que subjetiva. Las ideas son esencialmente ideas sobre objetos. So-
mos conscientes de que las matemdticas se ocupan de abstracciones
y de que en el nivel escolar se dedica un enorme esfuerzo a desarro-
llar lo que se suele denominar “pensamiento abstracto”. Lo que aho-
ra es especialmente importante es que nos demos cuenta de que, en
las matematicas, el poder de “convertir en objetos” esas abstraccio-
nes es lo que permite que se puedan manejar con tanta precision.

Ademas, la red de conexiones logicas desarrollada con ideas ma-
tematicas mediante demostraciones, extensiones, ejemplos, contraejem-
plos, generalizaciones y abstracciones ayuda a darles significado objeti-
VO y, en consecuencia, permite abordarlas como si fueran objetos. El
lenguaje del “si”, “supongamos” y el tiempo verbal potencial también
fuerzan una realidad imaginada en el nivel consciente y, de ese modo,
permite que sea manipulada como si fuera una realidad objetiva. Por lo
tanto, ademas de animar a los alumnos a desarrollar su capacidad para
abstraer, también debemos fomentar en ellos las maneras de concretar
y “convertir en objetos” las ideas abstractas. El vehiculo mas importante
para esto es nuestro rico repertorio de simbolos.
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El racionalismo pone énfasis en la 16gica del razonamiento, pero
el objetismo dio a las matematicas la base intuitiva para la busqueda
de los “4tomos” del razonamiento.

El sentimiento de control y seguridad

Ahora quiero centrarme en lo que Bishop, citando a White, deno-
mina el “componente sentimental”. Esta expresion se ocupa de los
sentimientos y actitudes en la cultura matematica. Explicitaremos
dos: el de control y seguridad y el de progreso.

Las matemdticas, a través de la ciencia y la tecnologia ofrecen un
sentimiento de control y seguridad. Cuando las matematicas se en-
tienden y se dominan se provocan en el sujeto unos fuertes senti-
mientos de control, seguridad e incluso dominio. Esto no solo se
aprende “desde dentro” de las matematicas mediante los algoritmos,
las reglas, los procedimientos y los criterios que, cuando se siguen,
tendran necesariamente unos corolarios dados; también se aprende
en relacion con el mundo externo en el sentido de que se puede ver
que los fenbmenos “obedecen” leyes derivadas de las matematicas.

Mientras que otras materias del curriculo escolar s6lo ofrecen opi-
niones “autorizadas”, relatos contradictorios o pruebas dudosas basa-
das en ejemplos selectivos, la seguridad ofrecida por el conocimien-
to Matemadtico es, sin duda, muy grande.

Los griegos buscaron primero una interpretacion matemadticas del
universo entero y postularon el diseno matematico de la naturaleza.
Desde entonces el diseno ha tenido mucho que ver con el control
del entorno, y el diseio matemdtico ofrece un instrumento infinita-
mente generalizable, una potente tecnologia simbolica para controlar
el entorno y, en consecuencia, cierta seguridad en nuestro mundo
siempre cambiante.

Sin embargo, el control es un arma de doble filo, porque para
controlar algo el propio comportamiento también se debe modificar.
Autores como Guzman, Davis y Hersh3 lo han puesto de manifiesto
en sus reflexiones sobre la matematizacion de la cultura.

3 Davis, P. y HersH, R. (1989) El suerio de Descartes. El mundo segin las Ma-
temdticas. Mec- Labor: Barcelona.

GUZMAN, M. DE. “Los riesgos del ordenador en la Ensenanza de la Matemadti-
ca”, En Manuel ABELLANAS y Alfonsa Garcia (Eds.), Actas de las Jornadas sobre
Ensenianza experimental de la Matematica en la Universidad, Universidad Po-
litécnica de Madrid, 10,11 y 12 de diciembre de 1991, pp. 9-27.
(http://www.mat.ucm.es/deptos/am/guzman/riesgosordenador/riesgoordena-
dor.htmD).
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Sentimiento de progreso

Esta vinculado a los sentimientos de crecimiento, de desarrollo,
de cambio, y el primer aspecto importante de este valor es que lo
desconocido se puede llegar a conocer. El estudiante puede com-
prender este sentimiento tras desarrollar, por ejemplo, un algoritmo
para resolver un problema determinado; es muy revelador saber
que, como consecuencia, se podrin solucionar otros problemas. A
partir de ese descubrimiento, pronto se desarrolla la idea de que re-
almente podemos abordar problemas “desconocidos” y tratar de en-
contrar maneras de resolverlos. Las abstracciones de las Matematicas
permiten llevar a cabo esta generalizacion desde un problema “co-
nocido” hasta otro “potencialmente soluble”.

Por ejemplo, en la ensenanza secundaria nos encontramos con
temas como las fracciones, los nimeros negativos, jque no se com-
portan como deberian! No solo podemos multiplicar determinados
nimeros entre si y conseguir un resultado menor que cualquiera de
los dos, sino que también podemos restar algo jy conseguir una res-
ta mayor que los nimeros de partida! Lo que entonces aprendemos
es que, como esto son las matemadticas, todo este caos aparente aca-
bara organizado, estructurado y, en consecuencia, explicado, de ma-
nera que el conocimiento nos volvera a ofrecer seguridad. Esto es el
progreso matematico experimentado personalmente.

Las ideas matematicas estin abiertas al cambio. Una caracteristica
asociada al progreso es el reconocimiento y la apreciacion de alter-
nativas. Hoy en dia, en las matematicas este espiritu es muy fuerte:
definiciones, procedimientos, algoritmos, axiomas, demostraciones,
todos son capaces de una rica variacion y la exploracion de alterna-
tivas es una fuente poderosa de nuevas investigaciones. Hoy en
nuestra sociedad el espiritu alternativo parece estar muy vivo.

Uno de los objetivos principales de la ensefanza de la matemati-
ca es ensefar a los estudiantes a dudar, a averiguar, a descubrir, a
ver alternativas y, lo mas importante de todo, construir nuevas pers-
pectivas y convicciones. Todo ello estd a la raiz de lo creativo.

Apertura
Este valor, valor sociologico, se refiere a las relaciones existentes

entre las personas y en el interior de las instituciones sociales, desde
la perspectiva del conocimiento matematico.
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Al expresar “apertura” nos referimos al hecho de que las verda-
des, las proposiciones y las ideas matemadticas en general, estin
abiertas al examen de cualquier persona.

Es evidente que las matemadticas no se consideran una parte de
nuestra cultura sometida a opiniones. Las opiniones son mantenidas
por determinadas personas, mientras que las matematicas se ocupan
de “hechos”, como el teorema de Pitigoras, que se puede compro-
bar una y otra vez en cualquier escuela y seguird siendo cierto. Uno
de los triunfos de los griegos es que desarrollaron las técnicas de ar-
ticulacion y demostracion en las matematicas. No les bastaba con
creer que algo era cierto: tenian que ser capaces de mostrar que era
cierto, es decir, que se podria comprobar abiertamente. Por lo tanto,
los principios matematicos son verdaderos y conforman un conoci-
miento abierto y seguro. No caducan, no dependen de un partido
politico, no varian de un pais a otro, son universales.

Para mi, el corolario mads importante de esta idea es que el cono-
cimiento matematico estd abierto a todos y “pertenece” a todos. Po-
demos convencernos nosotros mismos de que un principio matemati-
co es cierto: nadie tiene que persuadirnos porgue los hechos hablan
por si mismos. Si realizamos los procedimientos correctos y seguimos
las reglas, la logica hara el resto. La misma logica de las matematicas
nos persuadird de que las conclusiones son ciertas. Por eso los pro-
fesores insisten en que el alumno debe demostrar y explicar por qué
una verdad matematica lo es, en vez de limitarse a aceptar razones
Ccomo parece que es correcto.

Esto permite que no estemos presos de la autoridad de determi-
nadas personas. Las personas tenemos libertad para preguntar, para
crear alternativas y para buscar soluciones racionales a los proble-
mas de nuestra vida. Sin embargo, de nuevo hay que destacar que lo
que tiene una importancia fundamental es la articulacion y la demos-
tracion en forma de declaracion. Las matematicas exigen, invitan y
fomentan el valor de la apertura y (en este caso) también convierten
la “independencia” en un objeto, formalizindolo en una declaracion.
Formalizar algo significa darle forma, sea un teorema, un principio,
un algoritmo o una demostracion, para que no siga estando implicito
y oculto y, quizd como consecuencia de ello, para que sea acepta-
ble. Formalizar algo hace que una idea sea explicita, hace que sea
un objeto abierto a la critica y al analisis objetivo y, en consecuencia
de ello, para que sea compartible.

Por muy atractiva que sea una vision del mundo guiada por la
racionalidad, el progreso y la apertura como canon para el estilo de
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vida del individuo, la realidad de las interacciones sociales es muy
distinta. La emocion, las costumbres sociales, la historia, los intere-
ses creados, la politica y las atracciones y los rechazos interpersona-
les, tienen un poder propio que la racionalidad y la apertura del co-
nocimiento matematico quizds no sean capaces de desafiar en
nuestra sociedad. No obstante, el imperativo educativo es claro en
matematicas.

Misterio y busqueda de la verdad

El sometimiento a la verdad y a la realidad, que esta normalmen-
te tan enraizado en el cientifico, constituye sin duda uno de los ras-
gos importantes que deberiamos apreciar y estimular en todos noso-
tros. La Matemadtica estimula a la buisqueda de la verdad, a la
aceptacion de la verdad, sea quien sea el que la haya encontrado y
contradiga o no nuestras expectativas previas, es uno de los rasgos
de generosidad que se dan en el trabajo matematico.

El intento de matematizacion de la realidad ha conducido a la
mente, tras el trabajo de muchos siglos, al convencimiento de que el
quehacer propio de la Matemdtica es una actividad necesariamente
abierta, inagotable, en el sentido de que nunca puede darse por
concluida. El sentimiento de profunda humildad ante la multitud de
verdades atn por descubrir es otra de las actitudes interesantes que
la matematica puede estimular. En este sentido la Matemadtica se rela-
ciona con el misterio, con la apertura a la trascendencia, la percep-
cion del infinito. En algunos de los matematicos que mas han refle-
xionado sobre el sentido profundo de su ciencia se percibe una
apertura hacia la trascendencia que no les parece en absoluto estar
en contradiccion con su quehacer matemadtico, sino incluso puede
ser se fundamenta en ella misma. Algunos articulos que se pueden
consulstar a este proposito son los de Guzman (1998)% y Canon
(2004)°.

4 GuzMmAN, M. DE (1998). “Matematicas y estructura de la naturaleza”. En F.
Mora TERUEL ¥ J. M?* SEGOVIA DE ARANA (coordinadores) Ciencia y Sociedad. De-
safios del conocimiento ante el tercer milenio (Fundacion Central Hispano, Edi-
ciones Nobel, Oviedo, 1998) pp. 329-357.

5 CANON, C. (2004) “Lo nuestro es lo infinito”, UNO, Revista de Diddctica de
las Matemdticas. Monografico Filosofia y matematicas, vol. 37, pp. 8-24.
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La belleza matemditica

En las ultimas décadas, se han dado grandes progresos en la
comprension de los mecanismos subyacentes, en variedad de domi-
nios y tareas, en el proceso de resolucion de expertos y novatos. Las
investigaciones realizadas han aportado luz sobre como los expertos
tienen una mejor organizacion y almacenamiento de conocimientos
especificos y de su aplicabilidad a la resolucion de problemas en la
disciplina. Ademas, los expertos tienen un sistema de representacion
mas flexible y disponible. La aportacion mas significativa de este ti-
po de estudios es ofrecer un modelo significativo de tendencias y
competencias que caracterizan la pericia en la resolucion de proble-
mas. En este articulo quiero resefar la importancia del juicio estético
como una componente importante en la persona que sabe resolver
los problemas.

Trataré de identificar algunos principios estéticos que parece sub-
yacen en el juicio del experto. Estos principios estéticos tienden a
considerar unas componentes afectivas y emocionales.

En este apartado se realiza un breve recorrido sobre distintas
perspectivas clasicas sobre el tema: Poincaré, Hadamard, Krutetskii.
En la siguiente seccion se presentan algunos ejemplos de actividades
ilustradoras de la influencia y el rol del juicio estético que se pueden
desarrollar en el aula.

Factores estéticos en la resolucion de problemas matematicos

A lo largo de la historia de la Matematica son muchos los testimo-
nios que confirman la existencia de un verdadero placer estético en
la creacion y contemplacion matemdtica. Por ejemplo, Kline (1962)
sugiere que la estética es uno de los diversos elementos que dan di-
reccion a la actividad matematica. La perspectiva de Kline incorpora
consideraciones practicas, cientificas, filosoficas y artisticas sobre lo
que conlleva el deseo ante el reto intelectual. David y Hersh (1981),
en su popular libro Experiencia Matemdtica, han considerado el
caracter estético de la actividad matematica profesional. En esa mis-
ma década, Miguel de Guzman (1983)0 analizo el origen de la belle-

6 “Algunos aspectos insolitos de la actividad matemitica”. Articulo publicado
en Investigacion y Ciencia, Febrero 1983, pp. 100-108
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za matematica desde una perspectiva clasica y presentd algunas
fuentes de gozo estético de distintos hechos matematicos.

A principios de siglo, Poincaré (1946) y Hadamard (1945) sugieren
que la emocion estética es una guia durante la actividad de descubri-
miento que capacita al matematico a hacer elecciones (bien conscien-
tes o inconscientes) sobre qué direccion tomar. Krutestskii (1976) su-
giere que la evaluacion estética de la elegancia de un problema es un
comportamiento comun entre los estudiantes mas capaces matemati-
camente. Un fundamento comun, en estas observaciones es que los
principios de belleza pueden servir como un filtro a través del cual
pasa la actividad matematica. A continuacion pasamos a examinar
con mas detalle las perspectivas de Poincaré, Hadamard y Krutetskii.

Poincaré: La emocion estética

Henri Poincaré, uno de los mejores matematicos del siglo pasado,
se interes6 en el proceso de creacion y de invencion matematica.
Para ¢l crear consistia precisamente “no en construir las combinacio-
nes inutiles, sino en construir las que son utiles y que estan en infi-
ma minoria. Crear es discernir, es escoger...”’. En la perspectiva de
Poincaré, la generacion de ideas fructiferas era el resultado del traba-
jo consciente, pero la eleccion final era debida al trabajo inconscien-
te y no puramente intelectual, el que estd basado en sentimiento
estético: “el sentimiento de belleza matematica, de la armonia de los
numeros y las formas, de la elegancia geométrica.” (p. 17). Solo si
una combinacion de ideas apela al sentimiento estético puede ser re-
conocido desde el consciente como idea luminosa para la resolu-
cion: “Esta armonia es a la vez una satisfaccion para nuestras necesi-
dades estéticas y una ayuda para la mente, a la que sostiene y guia.
Y al mismo tiempo, al colocar ante nuestros ojos un conjunto bien
ordenado, nos hace presentir una ley matematica...” (p. 17).

Poincaré argumenta que la sensibilidad estética es una caracteris-
tica que distingue a los matematicos de los no matematicos. Sugiere
que a veces una iluminacion repentina puede abocar en una no
buena combinacion o una combinacion incorrecta. El verdadero ma-

7 POINCARE, H (1948) “La creacion Matematica”. En KLNE, M. Matemdticas en
el mundo moderno. Blume, Madrid, 1974, pp. 14-17.
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tematico puede detectarla guiado por sus razonamientos estéticos y
su sentimiento de elegancia matematica.

Asi se expresa H. Poincaré en su obra La Valeur de la Science:
“Mds alla de la belleza sensible, coloreada y sonora, debida al cente-
lleo de las apariencias, Gnica que el barbaro conoce, la ciencia nos re-
vela una belleza superior, una belleza inteligible inicamente accesible,
diria Platon, ‘a los ojos del alma’, debida al orden armonioso de las
partes, a la correspondencia de las relaciones entre ellas, a la euritmia
de las proporciones, a las formas y a los numeros. El trabajo del
cientifico, que descubre las analogias entre dos organismos, las seme-
janzas entre dos grupos de fenémenos cualitativamente diferentes, el
isomorfismo de dos teorias matematicas, es semejante al del artista”.

Hadamard: Inconsciente y conscientes elecciones estéticas

Jacques Hadamard (1945) se intereso en el rol de los sentimientos
de belleza en la invencion matematica y en la evolucion de las ideas
del subconsciente. Hadamard coincididé con Poincaré en que las
componentes mas importantes de la invencion ocurren de forma in-
consciente y tienen un caracter estético. Afirm6 que el trabajo cons-
ciente seguido de un periodo intermedio de trabajo no consciente
conduce a la inspiracion. Durante este periodo de incubacion, el in-
consciente trabaja en el problema, y cuando una combinacion se
produce ésta llama a la sensibilidad estética, y nuevamente las ideas
pasan al consciente. Hadamard afirma que la frontera entre el cons-
ciente y el inconsciente no es nitida, produciéndose movimientos de
ida y vuelta. Aunque Hadamard usa los términos consciente e in-
consciente para describir el proceso, hay autores que lo ponen en
relacion con el lenguaje moderno utilizado en la psicologia cognitiva
(Silver y Metzger, 1989), que hace referencia a la memoria a corto y
a largo plazo. Una persona toma la informacion en la memoria a
corto término (consciente), y las conexiones se hacen en la memoria
a largo plazo sin atencién al proceso (inconsciente).

Hadamard estd en desacuerdo con el uso de la técnica de investi-
gacion “brainstorming” (lluvia de ideas), como comprension del pro-
ceso de incubacion y de iluminacion, dado que la informacion en el
inconsciente durante el proceso de incubacion puede permanecer to-
talmente desconocida al sujeto y porque en una corta cantidad de
tiempo el sujeto que trabaja no tiene tiempo para incubar todo lo que
ocurre. El anilisis y las objeciones de Hadamard son casi idénticos a
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las teorias mas recientes de procesamiento de la informacion, que han
confirmado la dificultad de la persona para acceder a la informacion
que no estd disponible en la memoria a corto plazo de trabajo. Y tam-
bién las referidas al pensamiento discursivo, pensamiento intuitivo.

De acuerdo a Hadamard, la sensibilidad estética conduce no solo
a las elecciones inconscientes que dirigen el descubrimiento ma-
tematico, sino también a elecciones mas generales acerca de la di-
reccion de la investigacion que se persigue.

Considerando ampliamente la perspectiva de Hadamard, nos
podria sugerir que cualquier eleccion hecha mientras se resuelve un
problema puede ser un ejemplo de una sensibilidad estética a lo lar-
go del trabajo. Es probablemente mis razonable y productivo reco-
nocer que la influencia de los sentimientos de belleza es algo mas
complejo. Desde nuestro punto de vista, algunas elecciones se hacen
sin una influencia estética, bajo consideraciones mis practicas de la
mente. Lo que si podriamos concluir es que los sentimientos estéti-
cos marcan direccidon e interactian con las metas personales y del
problema, configurando asi el comportamiento del resolutor.

Krutetskii: la elegancia en la solucion

El especialista soviético en psicologia de la Matematica Krutetskii
(1976), al igual que Poincaré y Hadamard resalta el gran valor de los
sentimientos de belleza y estéticos en la actividad matematica. Este
autor enfatiza su impacto en la evaluacion de soluciones encontra-
das. En sus observaciones de los estudiantes destaca la mirada a las
soluciones elegantes Krutetskii (1976: 347). Las caracteristicas que €l
observa en los estudiantes y que denomina “elegancia” son la clari-
dad, la simplicidad y la economia.

Este autor senala las siguientes componentes de la capacidad ma-
tematica:

1. Una capacidad para extraer la estructura formal del contenido

de un problema matematico y para operar con ella.

2. Una capacidad para generalizar a partir de resultados matema-

ticos.

3. Una capacidad para operar con simbolos, incluyendo los nu-

meros.

4. Una capacidad para conceptos espaciales, exigidos en ciertas

ramas de las matematicas.

5. Una capacidad de razonamiento logico.
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6. Una capacidad para abreviar el proceso de razonamiento.

7. Una capacidad para ser flexible al pasar de un enfoque a otro,
incluyendo tanto la evitacion de la fijacion como la capacidad
de invertir el curso del pensamiento.

8. Una capacidad para lograr claridad, simplicidad, economia y
racionalidad en las argumentaciones y pruebas matematicas.

9. Una buena memoria para el conocimiento y las ideas matema-
ticas.

Senala que la “capacidad matematica es una mezcla de inteligen-
cia general, imaginacion visual, destreza para percibir configuracio-
nes numéricas y espaciales y para retener tales consideraciones”. La
define como “las caracteristicas psicologicas individuales... que res-
ponden a las exigencias de la actividad matematica escolar y que in-
fluyen en el éxito del dominio creativo de las matematicas como ma-
teria escolar, sobre todo en un dominio relativamente rapido, facil y
hondo de conocimiento, las destrezas y los habitos en matematicas”.

Krutetskii pone bastante atencion no sélo a las reacciones emo-
cionales positivas, sino también a las negativas generadas por falta
de elegancia a la hora de evaluar una solucion (Krutetskii, 1976: 284
y 2806), reflexionando en coémo ayudar a los estudiantes desarrollar
estos sentimientos de cara a llegar a ser mejores resolutores.

El rol estético en la resolucion de problemas

De la discusion precedente podemos deducir dos roles importan-
tes en los expertos en resolucion de problemas:

1. Guia en la toma de decisiones en la resolucion de problemas,

sugerido por Poincaré y Hadamard.

2. Evaluacion de la elegancia de una solucion, sugerida por Kru-

tetskii.

Ambos roles se podrian clasificar dentro de los aspectos regula-
dores y de evaluacion de la actividad matematica. Una caracteristica
importante es la componente afectiva destacada por Poincaré con el
término “emocion estética” y por Krutetskii como “sentimientos de
satisfaccion o disgusto ante una solucion elegante”.

De estas consideraciones se deriva un gran reto para nosotros, los
educadores matematicos. Hay matematicos como Miguel de Guzman
(1983) que apuestan por una educacion entre los mas jovenes del pla-
cer estético de forma adecuada: “... Pero este mismo placer estético en
la contemplacion matemadtica se da, en menor grado naturalmente, en
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todos aquellos a quienes se les presentan adecuadamente los hechos
y métodos mas salientes de la matematica elemental. Por supuesto
que el goce estético de la matematica se encuentra en el mundo de la
armonia intelectual, y asi su percepcion requiere una preparacion ini-
cial tanto mayor cuanto mas elevado sea el objeto que se presenta.

Por otra parte, asi como el placer que pueden proporcionar la
pintura y la musica, dirigidas a nuestros sentidos, al menos de modo
inmediato, es perceptible hasta cierto grado con una contemplacion
mas o menos pasiva, el placer estético de la matemdtica exige sin
duda un grado de participacidén activa mucho mas intenso. En el
mundo de la matemadtica, para gozar del objeto bello que se presen-
ta, es necesario crearlo o recrearlo, de tal modo que el goce estético
aqui presente es comparable mis bien con el de hacer musica, can-
tar, danzar, pintar, fabular...”.

Es importante tratar de educar en estos valores en el ambito de la
ensenanza obligatoria y del bachillerato. De acuerdo con Miguel, yo
propondria como medios: “la consideracion de la matemdtica mas
alla de la mera técnica, el conocimiento de la historia de la matema-
tica, el conocimiento y lectura de las obras de los grandes matemati-
cos, la aceptacion bien explicita y consecuente de las responsabilida-
des que implican el saber y el quehacer matematico ante nosotros
mismos, ante los mas jovenes, ante la sociedad en la que vivimos”.

Aspectos diddcticos o ideacion de materiales. Algunos ejemplos

Miguel de Guzman, en el 2000, comentando los objetivos del Aho
Mundial de las Matematicas (AMM2000) nos decia “La matematica es
bella en si misma, un monumento mucho mas perenne que el bron-
ce e incluso, como la mejor musica, mucho mas universal que las
producciones literarias, aunque su belleza, ‘tan solo asequible a los
ojos del alma’, en frase de Platdon, no se alcanza sin cierto esfuerzo
que nos la haga connatural y familiar”.

Si, coincido con esta afirmacion: no se alcanza sin cierto esfuerzo.
Por tanto, para el cultivo de ciertos valores generados por el conoci-
miento matematico es necesario cuidar nuestros métodos didacticos.
El profesor es portador de valores y mediador en los valores. En el
caso primero porque su propia educacion matematica le ha hecho
desarrollar actitudes, creencias y valores. Es mediador en los valores
porque con su rol favorece que los alumnos compartan y desarrollen
las ideas matematicas.
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Como portador de valores actiia como referencia. Por ejemplo, al
expresar su concepcion y creencias acerca de la matemadtica, al ele-
gir temas y actividades, al manifestar sus actitudes. Es importante
que el profesor sea consciente de estos efectos, y del curriculum
oculto que brinda a los estudiantes.

Parece necesario que el profesorado tome iniciativas de cara a la
explicitacion de valores en el aula. Alguna de las estrategias que
puede utilizar es en la seleccion de los problemas a través de los
cuales se senalen unos cuantos elementos de belleza, componente
tipica de la actividad matematica. O bien, como hemos resenado en
la discusion anterior, al subrayar a través de determinados proble-
mas, los dos roles que aporta el juicio estético en los expertos en re-
solucion de problemas: el de guia en la toma de decisiones en la re-
solucion de problemas y el de la evaluacion de la elegancia de una
solucion.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Contemplacion inmediata de una verdad

Un elemento estético presente muchas veces en la creacion ma-
tematica consiste en la posibilidad de una contemplacion descansada
e inmediata de una verdad profunda, inesperada y llena de implica-
ciones. Como ejemplo de la matemdtica elemental puede citarse la
demostracion, que no requiere palabras, del teorema de Pitigoras o
la demostracion visual de algunos teoremas geométricos:

Teorema de Pitdgoras: En 1945, el matematico americano Berava-
lle publico esta bonita demostracion del teorema de Pitdgoras.
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Triangulo equilatero: Dispones de un tridngulo equilatero. Si se
traza el segmento que une cada uno de los vértices con el punto
que marca la tercera parte del lado opuesto. ;Qué relacion existe en-
tre el area del tridngulo equilatero que se forma en el centro y el
area del triangulo original? Justificalo.

Cuya demostracion visual es

Ejemplo 2: El orden intelectual

Un tipo de belleza matematica consiste en el orden intelectual
que ante hechos aparentemente inconexos comienza a aparecer. To-
do el objeto contemplado aparece en conexion y la unidad lo inva-
de. Entes aparentemente diversos que surgen en contextos diferentes
resultan ser el mismo o estar ligados por una estructura armoniosa.
La contemplacion facil de esta unidad inesperada es sin duda una de
las fuentes de gozo estético de muchos hechos matematicos.
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Por poner un ejemplo tomado de la geometria elemental, consi-
deremos coOmo surgen las conicas mediante la seccion de un cono
circular recto por un plano o en una construccion con papiroflexia
de una elipse:

CP+7PF =
A cPePA= €A

Ejemplo 3: Ampliacion de perspectivas

Otro tipo de gozo matemdtico consiste en la realizacion de una
ampliacion de perspectivas con la que de una vision parcial se llega
a la contemplacion total de un objeto mucho mas esplendoroso, en
el que nuestro cuadro inicial queda englobado ocupando su lugar
justo. En la teoria de los nimeros podemos encontrar muchos ejem-
plos:

Nuimeros naturales consecutivos: Toma cuatro nimeros naturales
consecutivos y multiplicalos, ;Qué observas?

O el problema siguiente: La piramide regular y la chinche

Una chinche se pasea desde el vértice de una piramide regular. El
recorrido que realiza es el senalado en la figura. El camino, formado
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por distintos segmentos, cumple la siguiente propiedad: que AB =
BC = CD = DE = EF. Encuentra la medida del angulo del vértice de
cada uno de los tres tridngulos isOsceles que constituyen las caras de
la piramide regular.

A

Una forma de resolver este problema es reducir el problema al
caso del plano, cambiar de perspectiva, es decir, “plegar” la pirami-
de de tal manera que forme la figura:

C E
AF = AE

En este caso el enunciado del problema seria: Dado un tridngulo
isosceles AEF (AF = AE) y en el que hay trazado un camino formado
por 5 segmentos congruentes A-B-C-D-E-F. Encontrar la medida del
angulo A.

A través de este cambio de perspectiva la obtencion del resultado
es facil y es A = 202
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A modo de conclusion

En este articulo he tratado de nombrar algunos valores asociados
al conocimiento matematico. He dado prioridad a la reflexion sobre
el placer estético y la determinacion desde la perspectiva de algunos
autores de las caracteristicas que debe ofrecer un hecho matematico
para que se pueda calificar como bello y para que favorezca el ser
un mejor resolutor de problemas. La belleza matematica parece in-
cluir cualidades tales como seriedad, generalidad, profundidad, ine-
vitabilidad, economia de pensamiento, transparencia, sobriedad,
adecuacion... y parafraseando a Platon, es tan solo asequible a los
ojos del alma. Ahora bien, he deseado poner de manifiesto que el
descubrimiento de esta belleza “a los ojos del alma” no se alcanza
sin cierto esfuerzo que la haga connatural y familiar a los estudian-
tes. He considerado importante poner de relieve que profesor es
portador de valores y mediador en los valores matematicos.

En el proceso de aprendizaje de matematicas se conforman ideas
y significados, no s6lo conductas o técnicas. Una educacion centrada
en técnicas no desarrolla una comprension detallada de los fenome-
nos. Necesitamos muchas menos técnicas y mas comprension pro-
funda de la “manera de conocer” de las Matemadticas. Quizas esta
forma de abordar los conocimientos escolares anime a muchos mas
estudiantes a disfrutar con esta disciplina y a modificar sus afectos
hacia ella.

Enero 2005
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