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Resumen

Enmarcamos los aspectos mas sig-
nificativos de la filosofia de la ma-
temdtica de las propuestas de Educa-
cibn Matematica seleccionadas en
razoén de su relevancia en la comuni-
dad didactica internacional: la escuela
francesa de la Didactique con fuerte
impacto en Espana, la propuesta rea-
lista (RME) del holandés Hans Freu-
denthal, el comstructivismo radical y
el constructivismo social. La tercera
parte consiste en un balance critico.

Abstract

We are initially presenting a theo-
retical framework with the most signi-
ficant aspects of the Philosophy of
Mathematics, which situate the propo-
sals of Mathematical Education selec-
ted because of their relevance in the
international teaching community: the
French school Didactique, the realist
proposal (RME) of Hans Freudhental
in Holland, radical constructivism
and social constructivism. The third
part consists of a critical summing up.

El origen de este nimero de Diidlogo Filosofico estuvo ligado al
fallecimiento en la primavera del 2004 de un gran matemdtico es-
padol, Miguel de Guzmin!. Presentamos aqui una perspectiva de la

1 Miguel de Guzmin (1936-2004). Como investigador y profesor su prestigio
esta vinculado al campo del anilisis armoénico, y Gltimamente a la T2 de fracta-
les. Pero en cuanto matematico, Guzman fue ademas un apasionado por abrir el
acceso al mundo fascinante y rebosante de belleza y armonia que él vivia. De-
dic6é una buena parte de sus mejores energias en los Gltimos veinte anos de su
vida a transformar la educacién matemdtica primero en Espafia y América Lati-
na, luego su accion cobré dimensiones universales como presidente de la Inter-
national Comission on Mathematical Instruction ICMID). Se han publicado va-
rios libros homenaje, entre ellos: GOMEZ CHACON, 1.M?: 2005 y MARTINEZ ANSELMIL,
J.M#: 2005.
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mediacién de la epistemologia en las relaciones entre la matematica
y la educaciéon matemaitica, por haber sido ésta Gltima objeto de es-
pecial dedicacién del profesor Guzman en los Gltimos afios de su vi-
da.

Una comunidad cientifica en busca de la disciplina propia

En la segunda mitad del siglo XX se produjeron cambios profun-
dos en la consideracion de la educacion tanto en su incidencia en el
proceso de formacion de las personas, como de su lugar en la em-
presa colectiva del conocimiento. En el caso de la educacion ma-
temdtica (EM) estos cambios han tenido su expresion en la constitu-
cién de una nueva comunidad cientifica extraordinariamente activa
tanto en investigacién como en publicaciones y espacios en la red,
que han renovado el panorama de la practica educativa en esta area
que en la tradicidén continental europea denominamos didactica de
la matematica?,

La EM es fruto de una combinacién de ciencias humanas, de ma-
tematica y de filosofia, y lleva consigo la dificultad inherente a la
complejidad de sus mismos ingredientes.3 La Educacién Matemitica
es una actividad humana institucionalizada y dependiente de diver-
sos dominios del conocimiento como son: matematicas, psicologia,
sociologia, historia, antropologia, filosofia, que ha buscado configu-
rarse como una disciplina, que cuenta con el conocimiento de sus fi-
nes como parte esencial, se orienta al aprendizaje de las matematicas
por parte del alumno y las condiciones para darse ese aprendizaje
son parte integrante del estudio de esa nueva disciplina.

Por ello, pensar que la epistemologia de la matematica ha de ser
determinante en las propuestas de EM y esperar por tanto una cierta
simetria entre las epistemologias de las matematicas y de EM es una
aproximacion ingenua que no hace justicia a la complejidad del ca-

2 En la tradicién europea continental el término empleado cominmente es
‘didactica’, y asi consta en los nombres de asignaturas oficiales en las universi-
dades. En la literatura actual en didlogo con culturas de influencia anglosajona,
se emplea la expresién ‘educacién matematica’. Opto por esta segunda porque
la considero antropolégicamente mas expresiva y porque es la empleada en las
convenciones internacionales (cfr. Documento de Discusién, ICMI, 1994, en
SIERPINSKA & KILPATICK, 1998).

3 Véase por ejemplo el estudio de Rico, L. y SIERRA, M. (2000) y el articulo de
J.D. Godino en este volumen.
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so. El trabajo de Sierpinska y Lerman (1996) descarta cualquier apro-
ximacioén ingenua a la cuestidn, y la propia Anna Sierpinska en un
trabajo posterior4 advierte de “la tendencia en EM a multiplicar y di-
versificar sus fundamentos epistemolégicos, aproximaciones tedricas,
metodologias y cuestiones de investigacion”, y afiade que se ha con-
vertido en norma en lugar de ser excepcién el hecho de que los in-
vestigadores proponen su propio marco conceptual para la investi-
gacion, en lugar de adoptar o afinar alguno de los existentes de un
modo explicito y disciplinado.

La perspectiva que aqui hemos adoptado pone de manifiesto las
concepciones de la matematica y de la epistemologia que subyacen
a algunas de las propuestas mas relevantes en Educacién Matemati-
ca, y para ello comenzamos recordando de dénde venimos en esos
aspectos.

Dejando atras la bherencia

Es sabido que a raiz del hallazgo de las geometrias no euclideas
en la primera mitad del XIX, se produjo una revolucién epistemol6-
gica en el ambito de las Matemdticas cuyas consecuencias llevaron a
un denso periodo de bilisqueda de fundamentos para asegurar el
cardcter de verdades necesarias y universales de los resultados ma-
temiticos. El fracaso del proyecto global a través de los programas
logicista primero y formalista después, fue compatible con el logro
de grandes avances, e incluso los mismos resultados que dieron al
traste con ellos han mostrado una fecundidad singular, como es el
caso del teorema de Gédel o de las aportaciones de Frege.> Tam-
bién el programa intuicionista dejé tras de si el camino abierto a la
matematica constructiva.

El formalismo acabd por encerrar la matemaitica en los barrotes
de oro del contexto de justificacion logica de sus resultados, y como
certeramente denuncia Lakatos®, constrifié el quehacer matemitico
al ambito de la metamatematica excluyendo de ella las fases heuristi-

4 Anna Sierpinska hace estos comentarios en una conferencia en sesién ple-
naria al congreso mundial de educacién matemética, en el que analiza las ten-
dencias en las investigaciones presentadas en encuentros mundiales a través de
una muestra significativa. Ver Proceedings CMESG/GCEDM, 2003, pp. 11-35. La
cita corresponde a la pig. 11.

5 Véase la parte III de Canon, C. (1993).

6 Ver el prologo de LakaTos, 1. (1976).
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cas y de lenguajes tentativos. Una expresion paradigmatica de este
modo de presentar las Matemadticas fue la obra colectiva francesa de
Nicolas Bourbaki.”

La influencia del bourbakismo para la EM fue inmensa; dio origen
a la nueva matematica o matemadtica moderna como la conocimos
en la Espana de los sesenta. Ademis de la influencia ejercida en la
formacién de las generaciones de matemiticos de aquellos afios8, las
politicas educativas aceptaron el reto y la educacién matemitica de
los escolares estuvo regida por los principios formalistas. La teoria
de conjuntos se convirtié6 en el sustento de toda la matemaitica in-
cluidos los nimeros. Los nimeros naturales, por ejemplo, dejaron
de ser ‘naturales’; para convertirse en los ‘cardinales de conjuntos
coordinables’.

La coincidencia en esta etapa del programa formalista de Bourba-
ki con los estudios de Piaget, que hablaba de cémo los nifios llegan
a saber matemdticas y no sblo de como se justifican las proposicio-
nes matematicas, dieron un soporte desde la Psicologia a la presen-
taciéon de las matematicas como estructuras en el dltimo estadio de
su constitucion, separando el aprendizaje de la matemaitica de toda
apoyatura en la realidad, marginando asi la dimensién visual y mani-
pulativa y el uso de los lenguajes informales. La superacion de esta
etapa ha venido desde varios frentes que sintetizamos a continua-
cion.

La critica de Lakatos y la superacion de la dicotomia
de los contextos

Ante ese estado de cosas, la critica de Lakatos a la esterilidad del
formalismo® abri6 una puerta a la Heuristica al fundamentar la supe-
racion de la dicotomia de los contextos, de génesis y de justificacion,
de cufo neopositivista.10 La centralidad de la relevancia de los con-

7 Nicolas Bourbaki es el nombre de un colectivo de matematicos franceses
que después de la Segunda Guerra Mundial se propusieron reconstruir toda la
matemitica segin los patrones formalistas. Jean Dieudonné es el representante
del grupo que mais influencia tuvo para la dimensién de EM. Ver también FREU-
DENTHAL, 1991, p.130ss.

8 En Espana, el profesor Pedro Abellanas de la Universidad Complutense li-
der6 el movimiento de la reforma.

9 Ver la introduccion a Proofs and Refutations, LAKATOs: 1976.

10 Fue Polya quien con su pequeio libro How to solve it? 1945, introdujo la
relevancia de la Heuristica en Educacién Matemdtica. Y fue este autor quien le
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textos en nuestra argumentacion se orienta a hacer patente que la vi-
sién que se sigue de primar uno u otro, lleva consigo no sélo modos
diversos de concebir la matemaitica, sino también modos muy distan-
tes de introducir en su conocimiento.

En el caso de primar el contexto de justificacién, como fue el caso
en la cultura escolar tradicional y también durante la etapa de la ma-
tematica moderna, la concepcion epistemolégica predominante era la
platénica en el primer caso y la formalista en el segundo. La creencia
de que los resultados, los teoremas, de la matematica son verdades
necesarias y universales, la aproximacién a la matemaitica desde esos
resultados y desde las demostraciones incontestables que los susten-
tan por la fuerza deductiva de las mismas, hacian de la matematica
una disciplina rigida y ajena a los intereses y motivaciones de la ma-
yoria de los alumnos. El papel del profesor era presentar esos resulta-
dos y propiciar que los alumnos pudieran llegar a ellos por si mismos
con el lenguaje y los métodos mis formales posibles!!.

En el caso opuesto al primar el contexto de génesis, nos encon-
tramos con una cultura matematica escolar en la que lo que cuentan
son las intuiciones —ocurrencias- de los alumnos, el lenguaje tentati-
vo, las conjeturas... Cuenta cobmo motivar a los alumnos y orientar
sus capacidades emocionales hacia los nuevos conocimientos. La re-
solucién de problemas desplaza la centralidad de las demostraciones
para obtener teoremas, la atencién a los procesos desplaza el centra-
miento en los resultados y la construccion informal desplaza la 16gi-
ca deductiva que liga axiomas, definiciones o teoremas previos con
datos nuevos. Ademis, la psicologia y los factores socioculturales
pasan a ocupar un lugar central, no sélo reclamado por el contexto
educativo, sino por la misma concepcién de la matematica vista des-
de la perspectiva de su génesis. En el extremo, estariamos ante una
concepcién naturalizada de la epistemologia que se considera redu-
cida a elementos psicosociales y culturales. La polarizacién en el
contexto de génesis lleva a estar en consonancia con las tesis de los
autores posmodernos mas radicales.12

propuso a Lakatos el problema de estudio de su tesis doctoral, pieza clave para
su aportacion 4l cambio en Filosofia de la Matemdtica. Este pequeno libro de
Polya se convisti® en un clisico para la corriente conocida como resolucion de
problemas. En Espana, esta corriente fue sostenida y animada en las iltimas dé-
cadas por Miguel de Guzmin. Puede verse CARRILLO, J. y CONTRERAS, L.C.: 2000.

11 Ver mi reflexién: La relevancia de la epistemologia pare la diddctica de las
Matematicas, en L. Ruiz HIGUERAS ed. :1996.

12 puede verse CaNON, C.: 2004.
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En consonancia con la posmodernidad

En primer lugar, yo diria que se percibe un sentimiento de “libe-
racion” respecto de la concepcién matematica platdnica, proporcio-
nado inicialmente por Lakatos, y mas tarde por los posmodernos y
los seguidores de la propuesta de Quine de la naturalizacion de la
epistemologia, convirtendo a ésta en una parte de las ciencias, en
particular de la psicologia. En el dambito de la Filosofia de la Ma-
tematica, algunos autores defienden un punto de vista de este géne-
rol3, y en el caso de la EM la fuerza de los programas psicolégicos
se ha dejado sentir con mayor fuerza en las corrientes constructivista
radical y constructivista social y cultural. En el primer caso, la autori-
dad de referencia es Piaget, en el segundo Vygotsky como veremos
mas adelante.

Este modo de situarse lleva a algunos a pensar la Matemadtica de
un modo “light”situando su trabajo a la sombra de una concepcién
de las ciencias sociales donde no cabe hablar de verdad, donde la
objetividad ha sido reemplazada por el acuerdo conversacional y
donde la utilidad ha ocupado el lugar del rigor y del resultado co-
rrecto.

Ligado a lo anterior se da lo que yo llamaria giro antropolégico
posmoderno. No es el sujeto trascendental el que hace matematicas,
sino el sujeto individual; la paloma de la razén kantiana encuentra
aqui una atmosfera que no es pura, se topa con fuertes rozamientos
en su actividad matematica. El quehacer matematico ha perdido su
estatuto singular y ha pasado a ser una actividad entre otras de la
que se pueden colgar todas las flaquezas propias de la condicién
humana individual.

Conjugar elementos que inciden

Desde la perspectiva que nos ocupa es especialmente significati-
va la consideracion del modo de conjugar aspectos de tres dmbitos:
filosofias de la matematica, teorias del conocimiento y teorias del
aprendizaje. Hay quienes priman unos aspectos sobre otros y eso da
lugar a propuestas muy diversas entre si. Priman a mi entender la fi-
losofia de la matematica, las propuestas que dan centralidad al obje-
to del aprendizaje, cuil es su naturaleza, su desarrollo, etc. Seria el

13 Entre ellos KITCHER, Ph.: 1986.
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caso de la propuesta conocida como educacion matematica realista
(RME), liderada por el matematico holandés Hans Freudenthal (1905-
1990) y también el de la didactique francesa.

Las teorfas del aprendizaje presiden los edificios constructivistas,
apoyados en teorias del conocimiento. La filosofia de la matematica
estd desarrollada convergentemente a mi juicio, de modo que los
edificios constructivistas queden con suficiente apoyatura desde este
ambito tedrico. Los constructivismos a que nos referimos son de dos
tipos: el llamado radical, cuyo lider desde el punto de vista filosofi-
co es el norteamericano Von Glasersfeld, que adopta como referente
psicolégico la teoria del aprendizaje de Piaget, y el constructivismo
social, que se sustenta en las teorfas del aprendizaje de Vygotsky.

Existen otras propuestasl4 y entre ellas la que desarrollan autores
espafioles cuya presentacién es objeto de uno de los articulos del
presente nimero de Didlogo Filosofico: "Un enfoque ontosemidtico
del conocimiento matemdtico”, del profesor Juan Diaz Godino. En lo
que sigue nos centraremos en exponer los aspectos mis relevantes
de las propuestas mencionadas desde la perspectiva de la mediacién
que la epistemologia de la matemaitica tiene en ellas.

1.- La Didactique

La aparicién y desarrollo de los diversos momentos de lo que
podriamos llamar la escuela francesa de la Didactique, esta descrita
en numerosas publicaciones realizadas por miembros fundadores y
otros miembros cualificados de la misma. A ellos nos referiremos
fundamentalmente.15

La influencia de la Didactique en Espafa ha sido y es grande. Exis-
ten actualmente varios grupos activos tanto en investigacién como en
programas y citedras de formacién de profesores de matemiticas.16

En los textos que dan cuenta del origen de esta escuela, en la mi-
tad de los setenta, se subrayan dos objetivos que emergen de un po-

14 Veanse el trabajo ya citado de SIErPINSKA & LERMAN: 1996, y GopiNo: 2005.

15 Entre los autores que mds han contribuido a los aspectos epistemolégicos
de la Didactique des Matematiques estin Brousseau, Chevallard, Balacheff, Arti-
gue, Vergnaud, Arsac (ver Bibliografia). En Gascon: 1998 y 1999 hay referencias
abundantes y especificas a estos autores. También hacemos uso de una presen-
tacion reciente, hecha por autores de la Universidad Nacional de Puerto Rico,
de sintesis contenidas en Gobpino: 2005 de algunos comentarios criticos (a SIEr-
PINSKA & LERMAN: 1996 y a escritos y notas criticas de la profesora Luisa Ruiz Hi-
gueras de la Universidad de Jaén).

16 Véase Rico, L. y SIERRA, M.: 2000.
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sicionamiento respecto del estado de la cuestion en aquel momento.
Uno consiste en la necesidad de abandonar la concepcion ‘magica’
de la ensefianza de la matemdtica concebida como un arte asociado
a las cualidades del alumno y del profesor; el otro, la de ofrecer al-
ternativa a la concepcion de un aprendizaje matemadtico, entonces en
alza, centrado en el estudio de procesos psico-cognitivos implicados
en la adquisicién del conocimiento matematico.l” En esta aproxima-
cion las tareas matemadticas se toman como algo dado de antemano,
como si estuvieran ya descritas en tanto que tareas matemadticas, es
decir, las dificultades que se evidencian s6lo pueden ser considera-
das como dificultades cognitivas y no como dificultades matemati-
cas. Este estado de cosas es considerado criticamente por los autores
de esta escuela francesa de la Didactique des Malhématiques como
un limite que es preciso superar. El primer paso fue dado por Brous-
seau, 18 a] proponer su Teoria de las Situaciones Did4cticas (TSD).

Teoria de las situaciones diddcticas

La aparicién de la TSD es considerada como una revolucién por
ser un modo distinto y particular de cuestionar la realidad de la edu-
cacion matemdtica. El cambio que se produce, respecto al Programa
Cognitivo, radica fundamentalmente en cuestionar el “modelo episte-
mologico de la actividad matematica” de manera que el objeto de
estudio de la didactica hay que situarlo en el marco mas amplio de
las “practicas matematicas” que se desarrollan en el conjunto de las
instituciones de la sociedad y no sélo en el contexto de las institu-
ciones de ensefianza.

Brousseau postuld como irreductibles los fenémenos didacticos a
los meros fenémenos cognitivos, socioldgicos o linglisticos que apa-
recen en los procesos de generacion y difusién de la matemaitica en
las instituciones sociales. Consideré que ‘aprender matematicas’ y
‘ensefiar matematicas’ son términos derivados, siendo el término pri-

17 J. GascoN, 1998, p. 3. La sistematizacion en la etapa clasica, se lleva a ca-
bo segin dos enfoques. Un enfoque es el que prima el aprendizaje del alumno
y se da en torno a paradigmas de la psicologia vigentes, como lo fue el del
“aprendizaje significativo” (AususgL, D.P.: 1968) o los de Piaget, Vygotsky y Bru-
ner entre otros. El segundo de los enfoques, prima la actividad docente y amplia
la problemitica con cuestiones relativas al profesor y a su formacién profesio-
nal, que se concibe multidisciplinar: psicologia educativa, sociologia, didactica
general, historia v epistemologia de las matemadticas.

18 1986. Véase GASCON, J.: 1998.
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mitivo la ‘situacién didactica’ o conjunto de relaciones establecidas
explicita y/o implicitamente entre un alumno o un grupo de alum-
nos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u
objetos) y un sistema educativo (en el que se inscribe el profesor)
con el fin de que los alumnos se apropien de un saber constituido o
en via de constitucién. Las matemiticas no son simplemente un sis-
tema conceptual l6gicamente consistente y productor de demostra-
ciones, son en primer lugar una actividad que se realiza en una si-
tuacién y contra un medio. El alumno aprende adaptindose a un
medio de desequilibrios y en él construye su propio conocimiento,
que se manifiesta en las respuestas nuevas que es capaz de dar,
siendo éstas precisamente la prueba mejor del aprendizaje logrado.

En la TSD, la situacion fundamental es el instrumento clave para
caracterizar los conocimientos matematicos. El principio fundamental
de esta teoria consiste precisamente en definir un conocimiento me-
diante una situacion, lo cual quiere decir caracterizarlo mediante un
autémata que modelice los problemas que a su vez sélo pueden re-
solverse satisfactoriamente mediante el conocimiento en cuestion.1?
Son las restricciones de esta situacion, las que acaban definiendo el
conocimiento que estid en juego y, por tanto, el profesor tiene la ca-
pacidad para disefiar situaciones creando ciertas restricciones artifi-
ciales que provoquen en los estudiantes la construccién de un cierto
tipo de conocimiento.

Asi, la TSD describe la matemadtica escolar en términos de situa-
ciones y la actividad matemadtica escolar consiste principalmente en
‘habérselas con problemas’ en un sentido amplio. Serin situaciones
donde el alumno desarrolle un trabajo intelectual de algiin modo
comparable a la actividad cientifica en cuanto tal, pues formula,
prueba, construye modelos, conceptos, teorias. Son situaciones de
creacién, y no de redescubrimiento.

19 Construir una situaciéon fundamental, para que a través de la operacion de
contar determinemos el cardinal de una coleccion, supone definir una clase de
situaciones con un cierto nimero de variables diddcticas que, al tomar diferen-
tes valores, permita generar un conjunto de problemas caracteristicos del contar.
Serdn problemas donde el contar constituya su solucion éptima y que debe re-
solver alguien que no posee este conocimiento, es decir, que no sabe contar.
Por ejemplo: dada una cierta cantidad de botes de pintura, pedimos a un nino
que vaya a otro lugar donde hay pinceles y desde el que no ve los botes, y que
en un solo viaje traiga los pinceles que necesite para poner uno en cada bote.
Alguien sabe contar si realiza correctamente esta tarea. Puede verse desarrollado
este ejemplo en las notas de clase de la citada profesora Luisa Ruiz Higueras.
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El disefio de las situaciones didicticas relativas a un concepto
matemitico dado se orienta a la construccién de su génesis artificial,
de modo que simule los diferentes aspectos del concepto y que, sin
reproducir el proceso histérico, conduzca a resultados similares. Por
ello propone que la investigacién sobre un concepto dado incluya
un estudio epistemoldgico que tome en consideracién ademas de su
significado en las teorias actuales, las condiciones histéricas y cultu-
rales en que emergidé el concepto, sus concepciones asociadas, los
problemas que ha permitido resolver, los procesos de modelizacién
que genera, su epistemologia genética y su analisis didactico en el
pasado y en el presente. Este trabajo epistemolégico busca las razo-
nes de ser de los conocimientos matematicos: ;Qué problemas permi-
ten resolver? ;Como surgieron? ;Por qué? ;Bajo qué condiciones?
¢Qué definicién es la “mejor” para dar sentido, por ejemplo, a las
operaciones entre fracciones? ;Qué dificultades comporta cada una
de estas decisiones y como se pueden paliar?, etc. Numerosas inves-
tigaciones2? han puesto de manifiesto que estas cuestiones sélo se
pueden abordar y responder de manera eficaz si, saliendo del nivel
puntual en el que se plantean, se reformulan como aspectos de pro-
blemas didicticos mas amplios. Siguiendo con el ejemplo de las
operaciones entre fracciones, preguntarse por la razén de ser de la
reconstruccion escolar de los racionales, es decir, por qué y cuindo
son necesarios estos nimeros, es preguntarse también por la rela-
cién entre el sistema de numeracién y la medida de magnitudes vy,
de manera mas amplia, por la relacién entre las matemaiticas y el
mundo extramatemdtico que las matematicas pretenden modelizar.
Todos estos estudios constituyen herramientas muy pertinentes en la
busqueda de sentido y significacién de los conocimientos matemati-
cos, con la exigencia de que las situaciones que construya el didacta
puedan vivir en el medio escolar que impone restricciones fuertes.

Teoria de la transposicion diddactica (TTD)

En el marco de la Didactica Fundamental, se puso de manifiesto
que no era posible interpretar adecuadamente la actividad matemati-
ca escolar sin tener en cuenta los fenémenos relacionados con la re-
construccion escolar de las matematicas cuyo origen hay que buscar-
lo en la misma génesis y desarrollo del saber matematico.

28 Sin duda el trabajo mas completo sobre la didictica de los nimeros deci-
males es el que dirigi6 Guy Brousseau a principios de los 80. Para una recopila-
cion de estos trabajos, ver BROusseau (1998).

13
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Todas las actividades matematicas tienen lugar en el seno de una
institucién determinada, su forma de existencia y su evolucién de-
penden principalmente de restricciones de tipo educativo relaciona-
das con el proceso, que Chevallard llamara de transposicion
diddctica. Esta consiste en los cambios y transposiciones que conlle-
va un conocimiento matematico para ser ensefiado en el aula.?1

Para entender adecuadamente el tipo de matematica que se hace
en la escuela, necesitamos conocer también otros tipos de activida-
des matematicas llevadas a cabo en otras instituciones, que son en
buena medida las que justifican el proceso de ensenanza/aprendiza-
je de las mismas. De este modo resulta que el fendmeno didactico
aparece como inseparable no sélo de los fendmenos de producciéon
sino también de los de uso de la matematica, ya analizados por la
TSD, y otros como los relativos a la transmisién de los conocimien-
tos matemadticos y todos los que se refieren a la “vida de éstos” en
una instituciéon escolar. Entre estos ultimos estin, por ejemplo, las
restricciones de evaluabilidad, temporalidad, atomizacién, etc. Las
actividades didacticas de la escuela son asi integradas en un dominio
mas amplio: el de las pricticas matematicas institucionalizadas. Asi el
conocimiento matematico producido por los investigadores de la co-
munidad matematica como institucién productora, no es idéntico al
que ha de ser ensenado, que es fijado por el sistema educativo. A su
vez el conocimiento matematico que realmente se ensefia hay que
enmarcarlo en la institucion aula, y el conocimiento matemdtico
aprendido por los estudiantes puede todavia situarse todavia en una
institucion mas amplia: la comunidad de estudio.

Entre los supuestos epistemoldgicos de esta propuesta estd la
consideracién del “savoir savant mathématique” 22 como algo dota-
do de una cierta existencia objetiva con lo que contrastar el aprendi-
zaje de los alumnos. En este punto, la escuela francesa de la didacti-
que se distancia claramente de las propuestas del constructivismo
para el que no existe esa especie de mundo-3 popperiano de saber

21 Una concrecion de este modo de trabajo lo he encontrado en la contribu-
cién de los profesores Luisa Ruiz Higueras y José Luis Rodriguez Fernindez so-
bre “Fenémenos didicticos asociados al proceso de transposicién didictica de la
nocién de funcién en Ensefianza Secundaria”, desarrollado en el marco del Pro-
yecto de Investigacion PS-94-0217, aprobado y financiado por la DGICYT del
MEC de Espana. En él estudian las transformaciones que experimenta la nocién
de funcién como objeto matemdtico para ser introducido en la ESO. Ver tam-
bién el estudio de Ruiz HIGERaS, L.: 1998, sobre el concepto de funcion.

22 cfr. CHEVALLARD: 1985.
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objetivo. Tanto en la TD como en la TAD se elabora y se trabaja un
modelo epistemolégico de referencia siempre provisional, son hipé-
tesis de trabajo que como tales son constantemente revisadas y con-
trastadas. El nombre de “epistemologia experimental” que dio inicial-
mente Brousseau a la Didactica de la Matematica tiene aqui pleno
sentido. Por ejemplo, para estudiar como se interpretan los niimeros
decimales en un determinado sistema de ensefnanza, se precisa partir
de un modelo epistemolégico especifico para este ambito que fun-
ciona como un sistema de referencia en coherencia con un cierto
modelo general del saber matematico.

Teoria Antropologica de la Diddctica (TAD)

Los trabajos realizados por los diferentes integrantes de esta es-
cuela, evidencian una evolucién en el alcance que dan a la diddcti-
ca de las matematicas. Inicialmente Brousseau considerd, como ya
indicamos, que su objeto de estudio eran las actividades orientadas a
la ensefianza de lo que es especifico de las matematicas. En un se-
gundo momento, el propio Brousseau considera la didictica de las
matemadticas como la ciencia de las condiciones especificas de difu-
sién de los saberes matemadticos, y todavia en un momento ulterior
se la sitGa como una ciencia de las condiciones de la produccién y
difusién de un saber que es til a la sociedad y a las necesidades del
hombre. En la actualidad se la posiciona en el campo de la antropo-
logia de los saberes como teoria antropoldgica de la didactica, y
adopta una aproximacién cercana a la propuesta por Mary Douglas
en su libro: How Institutions Think (1986)23,

Desde el punto de vista epistemolégico, la TAD estudia el feno-
meno del conocimiento matematico bajo el dngulo de las condicio-
nes que hacen posible su produccién y desarrollo en instituciones
sociales. 24 Se retoma desde esta perspectiva la idea de Brousseau,
consistente en ver la didactica de la matematica como una ciencia de
las condiciones especificas para la difusién intencional del conoci-
miento matematico til para los seres humanos y para las institucio-
nes en las que viven.

Consecuentemente, el principal objeto de investigacion de esta
teoria pasa de ser el conocimiento matematico generado por los ma-
tematicos o transmitido/aprendido por los estudiantes, a ser el cono-

23 Cfr. BoscH, CHEVALLARD y GASCON: 2005.
2
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cimiento matematico en tanto que reconocido como tal por las insti-
tuciones donde ese conocimiento se comunica o se aplica. De este
modo uno conoce no en un sentido absoluto sino relativo a una ins-
titucién. En esto consiste el supuesto conocido como de la relativi-
dad institucional del conocimiento. 25

La TAD propone la descripcién del conocimiento matematico en
términos de lo que denominan praxeologias?S, consistentes en cua-
tro elementos: tipos de problemas, técnicas usadas para resolverios,
tecnologias y teorias. Los dos ultimos constituyen el logos o discurso
razonado sobre las tareas de resolucién de problemas y de las técni-
cas empleadas en hacerlo. Este discurso integra tanto el discurso tec-
nolégico como el tedrico usados para describir, explicar y justificar
dichos elementos. Las praxeologias pueden ser usadas para describir
tanto el conocimiento matematico como la practica matemadtica, y en
el segundo caso estariamos ante praxeologias diddcticas.>’

Valoracion critica

1.- Quizéds lo primero que hay que valorar positivamente es el
gran esfuerzo intelectual y profesional de quienes se han introducido
en este programa de investigacién de corte lakatosiano con el objeti-
vo de construir la Diddctica de las Matemdticas como una disciplina
auténoma sustentada directamente en el saber matematico y no en
las otras disciplinas que convergen en la DM como saber interdisci-
plinar. La superacién de la psicologia como e/ fundamento episte-
molégico de la DM buscada intencionalmente es un logro importan-
te. Quizds, como apunta Godino, permanezca el desafio de lograr
“un equilibrio mayor entre lo individual, lo institucional y lo so-
cial"28 y —anadimos- los factores culturales que configuran las identi-
dades de los alumnos.

2.- Esta escuela ha sabido integrar arménicamente diversas teorias
que han surgido en su desarrollo como aportaciones de algunos de
sus lideres en momentos sucesivos: TSD, TTD, TAD?°. Cada paso

23 Véase Arsac: 1992 y BoscH, CHEVALLARD y GascoON: 2005.

2 En publicaciones anteriores (cfr. GAscON: 1998) aparece el término ‘obra’-
caracterizado por los mismos cuatro elementos que aqui distinguen a la nocion
de *praxeologia'(cfr. BOSCH, CHEVALLARD Y GASCON: 2005).

27 BoscH Y GASCON: 2004.

28 GopiNo: 2005.

29 Cf. GopINO ET AL.: “Sociedad, Escuela y Matemiticas: las aportaciones de
la TAD”, ponencia presentada en el I Congreso Internacional sobre la Teoria
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aporta elementos de esclarecimiento y distinciones significativas, co-
mo hemos expuesto.

Pero esta realidad positiva tiene también un lado oscuro, que
aqui consiste, a mi juicio, en el efecto que la complejidad tedrica
creciente de las nuevas propuestas puede tener en el profesor. Las
distinciones tedricas pueden crecer exponencialmente, pero al ser
una disciplina orientada a una accidn tiene el riesgo de que el profe-
sor que se forme segiin en esta escuela quede atrapado en su deseo
de manejar con precision el bagaje didictico, de manera que someta
la interaccién con los alumnos en sus procesos individuales de
aprendizaje a una hermenéutica rigida marcada por aquellas distin-
ciones.

3.-También merece un comentario critico el supuesto llamado de
la relatividad institucional del conocimiento, mencionado anterior-
mente.

Desde una perspectiva de la teoria de la cultura este supuesto re-
sulta trivial. Cada institucién estd configura por una cultura y consi-
guientemente el conocimiento que en ella se produce sera relativo a
ella. Sin embargo, en el caso que nos ocupa cabe preguntarse si es la
cultura la que determina el conocimiento matematico que en ella se
produce, o mis bien el conocimiento matematico no hace sino adap-
tarse a ella pero la trasciende. El cilculo infinitesimal de Newton y el
de Leibniz fueron creados en contextos culturales muy distintos, y sin
embargo, con el reconocimiento de las diferencias en el ropaje de
ambos, se les reconoce como una misma realidad matematica. Diria-
mos que el contenido fuerte del conocimiento no es relativo a la ins-
titucion que lo produce, aunque si lo sean muchos factores relevan-
tes a la hora de comunicarlo o aplicarlo. Pero como aqui no estamos
tratando del contexto de produccién del conocimiento, sino del con-
texto de ensefanza/aprendizaje del mismo, estariamos hablando de
un relativismo propio de las restricciones que conllevan los procesos
didacticos de adaptacién escolar de ese conocimiento matematico.

Antropoloégica de lo Didictico. En una versiéon ampliada e inédita de esta po-
nencia, “Una vision de la didictica francesa desde el enfoque ontosemi6tico de
la cognicién en instruccién matemdtica”, se relacionan las teorias del programa
epistemologico TSD y la TAD y la teoria conocida como Dialéctica Instrumen-
to/Objeto (DIO, Douapy: 1986) con teorias enmarcadas en el paradigma cogniti-
vo como la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC, VirGNaUD: 1990) que tie-
ne a la vez elementos del programa epistemologico, y la Teoria de los Registros
de Representacion Semi6tica (RRS, DuvaL: 1995). La teoria que el propio Godino
expone en este nimero de Didlogo Filosofico, el Enfoque Onto-Semidtico (EOS)
sirve de marco de referencia para el anilisis de las comparaciones.
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La relatividad institucional en este sentido es consistente con uno
de los supuestos previos y bisicos de esta escuela: la existencia del
“savoir savant matématique”. A él nos hemos referido en la presenta-
cioén. La existencia de este saber que actia como referente y elemen-
to de convergencia de lo que se ensefia y de lo que debe aprender-
se, elimina cualquier pretensién de relatividad institucional que no
sea del caricter descrito. Parece que el rasgo posmoderno de un re-
lativismo institucional de caricter fuerte resulta incompatible con los
caracteres que la trayectoria de la Didactique ha otorgado a la ma-
temdtica, que son fuertemente deudores de la modernidad.

Para concluir diremos que en el caso de la Didactique, el lugar de
la epistemologia matematica ha sido tan central que mas que de me-
diacién se puede hablar de hegemonia. La epistemologia es considera-
da como el lugar tedrico desde el que lograr una alternativa a las pro-
puestas sustentadas en paradigmas de la Psicologia. El conocimiento
matemitico pasa a ser el foco desde donde se ilumina el proceso en-
sefianza/aprendizaje, de modo que al hacerlo se pretende establecer
un continuo entre los contextos clasicos de génesis y de justificacion,
con los actualmente nombrados como contextos de ensefianza/apren-
dizaje y aplicacion.30 Indicadores de la fecundidad son las abundantes
investigaciones especificas en epistemologia de conceptos y dominios
estrictamente matemadticos y la experiencia acumulada de un éxito
académico en la formacién de profesores de matematicas.

II.-La propuesta didactica de Freudenthal:
Educacién matemadtica realista (RME)

Entre las propuestas significativas que hemos destacado estd la
promovida por Hans Freudenthal (1905-1990) en Holanda, liderada
ahora por el Freudenhtal Institute. El trabajo esti especialmente
orientado a la educacién primaria y a los niveles iniciales de educa-
cién secundaria.3! La filosofia de la educacién matematica que sub-
yace a las propuestas didacticas del instituto es conocida como Rea-
listic Mathematics Education (RME) y esta basada en las ideas
desarrolladas por Freudenthal por algunos miembros destacados de
este movimiento.

30 Puede verse el desarrollo de estos cuatro contextos en ECHEVARRIA, J.:
1995.

31 Puede verse el Report on a visit to Freudenthal Institute, realizado por
Bastiaan J. Braams en 2001: http://www.math.nyu.edu/mfdd/braams/links/fi-vi-
sit.html.
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La aportacion de Freudenthal a la EM estd basada en un profundo
conocimiento de la matemadtica, de su historia y de sus aplicaciones,
asi como de una fina observacion tanto de las propuestas didacticas
existentes como de los procesos de aprendizaje de los mismos nifios
y también de un conocimiento de autores y corrientes filosoficas de
las que extrae su propia propuesta epistemolégica. Conoce las te-
orias psicoldgicas al uso, pero no son ellas la fuente de inspiracion
ni basa en ellas la justificacion de sus propuestas.3?

La relevancia de la dimension filoséfica en esta propuesta didacti-
ca se hace patente en su critica a Piaget, cuya obra valora en mu-
chos aspectos, al declarar insuficiente la epistemologia genética co-
mo fundamento de su propuesta por carecer en su base de lo que él
denomina fenomenologia matematica (fm).33 Veamos el alcance del
uso del término ‘fenomenologia’.

Fenomenologia

Teniendo este término un lugar muy significativo en la filosofia y
especialmente en la filosofia del XX, el mismo Freudenthal se ade-
lanta a decir: “Yo no uso ‘fenomenologia’ en el sentido en que pue-
de extraerse de los trabajos de Hegel, Husserl o Heidegger”34. Pode-
mos acercarnos a su propuesta de dos modos complementarios
empleados por él respectivamente en cada una de las publicaciones
a las que nos hemos referido.

32 £] mismo lo expresa asi: “;Doénde busco el material requerido para mi fe-
nomenologia didéctica de las estructuras matematicas? Dificilmente me apoyo en
el trabajo de otros. Me he apoyado en mi conocimiento de las matemadticas, sus
aplicaciones y su historia. Sé como las ideas matematicas han llegado a ser o
podrian haber llegado a ser entidades matematicas. A partir del anilisis de los li-
bros de texto sé como los didactas juzgan que pueden apoyar el desarrollo de ta-
les ideas en las mentes de los que aprenden. Finalmente observo los procesos de
aprendizaje por los que yo mismo he llegado a comprender un poco del proceso
concreto de constitucién de las estructuras matemdticas y del logro de los con-
ceptos matematicos (attainment). Muestro esto con ejemplos” (1983, p. 29).

33 Considera ademis la fenomenologia didactica (fd) y la fenomenologia gene-
tica (fg). En el caso de la fm se trabaja con una estructura matematica como un
producto cognitivo en el modo en que describe sus objetos, sean matematicos o
sean de la realidad y vida cotidiana. En el segundo caso, se trabaja con ella como
una cuestion de aprender y ensefiar, esto es como un proceso cognitivo. Y cabe
pensar en un estadio anterior: una fenomenologia genética de las estructuras ma-
temdticas que las estudia en el proceso cognitivo del desarrollo mental (fg).

34 0.c.,1983, p. 28.
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En primer lugar, en 1983, propone como mejor aproximacion pa-
ra comprender en qué consiste su fenomenologia desvelar mediante
ejemplos en qué consiste. Comienza con el ejemplo de la magnitud
longitud: su modo de aparecer en situaciones concretas, las relacio-
nes con otras magnitudes cercanas como peso, su simbolizacién, c6-
mo reclama de forma natural el tratamiento de la relacién de orden,
de las operaciones bdsicas de suma y producto, los nimeros racio-
nales y los reales para poder expresar la medida. Asi la longitud apa-
rece como una funcién de objetos concretos. Estos pasos constitu-
yen el primer estadio, el de la fm que se orienta a crear el marco de
conceptos y de términos en los que se apoya la fd.

La fd, en este primer nivel de explicitacion, la presenta haciendo
notar cémo se introduce en el desarrollo de los objetos mentales y
con ellos los conceptos y las relaciones en el aprendizaje. Para ello
se detiene en aspectos como el papel que desempenan los adjetivos
en este proceso, en este caso: largo, corto, ancho, estrecho... Es de-
cir, lo que la fd hace es comenzar por los fendmenos que de alguna
manera son susceptibles de ser organizados, y a partir de ahi en-
senar al que aprende a manipular los medios disponibles para orga-
nizarlos. De este modo la fd estd llamada a desarrollar planes que
posibiliten esta aproximacion.

Se diria que Freudenthal busca inspiracién en algunas paginas de la
Critica de la razon Pura de Kant, para acunar los conceptos centrales
de su propuesta, pero adaptindolos libremente a su modo personal de
ver la Matematica y en particular la relacién de ésta con la realidad y
con el conocimiento. El mismo empleo de los términos ‘fenémeno’ y
‘nolmeno’ en una acepcién propia puede equivocar al lector35.

Concepcion de la matematica de Freudenthal

La concepcién de las matemiticas que subyace a la propuesta
didactica de Freudenthal la explicita él mismo en sus Lecciones Chi-

35 Los objetos matemiticos son nooumenon, es decir medios racionales de
organizaciéon del fenémeno. Pero una pieza de matemdticas puede ser experi-
mentada como un phainomenon; los nimeros son nooumenon, pero trabajar
con numeros puede ser un phainomenon. Los conceptos matemdticos, las es-
tructuras y las ideas, sirven para organizar fendmenos tanto del mundo concreto
como de las mismas matemadticas. Las figuras de la geometria organizan el espa-
cio, los nimeros los fenémenos de la cantidad. Luis Puig : 1997, sustituye justifi-
cadamente ‘noomenon’ por ‘medio de organizacion’.
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nas. Es un realismo sustentado en un sentido comun cuidadosamen-
te caracterizado.

Lo que se suele llamar ‘la cuestion del origen’ de las matematicas
y que estd en la base de las diferencias de las distintas concepcio-
nes, Freudenthal la aborda de un modo realista. El origen hay que
buscarlo en los procesos colectivos de aprendizaje en los que el in-
dividuo siente como ‘naturales’ las reglas que le producen certeza y
seguridad. Entre las matematicas con raices en el sentido comun
sefiala el autor como ejemplo mas sobresaliente los nimeros ente-
ros. La integracion existente entre el lenguaje comin y la aritmética
refleja, a su vez, este desarrollo espontineo de las matemiticas en-
raizado en las practicas del sentido comun. Los nifilos adquieren el
namero en el fluir de sus actividades fisicas y mentales hasta el pun-
to de hacer dificil a los investigadores dar cuenta de cémo sucede
en detalle.36 Sobre esas reglas iniciales desarrollan nuevas reglas que
se sitian jerirquicamente en un nivel superior, generando asi estruc-
turas que reflejan la relacién entre forma y contenido.

Las Matemadticas comienzan y permanecen en la realidad expresa-
da en el sentido comin de cada tiempo, el del origen de sus objetos
y el contemporianeo de quienes se inician en su aprendizaje. Reali-
dad entendida como un tejido donde no cabe discriminar las impre-
siones sensoriales de las interpretaciones de los mismos. Freudenthal
dice expresamente que lo real “no debe ser entendido ontoldgica-
mente, (cualquiera sea el significado de ontolégico), por tanto ni
metafisicamente (Platéon), ni fisicamente (Aristoteles); ni siquiera psi-
colégicamente, sino con la acepcion del sentido comun, como cuan-
do uno usa el término de modo no reflexivo”.3”

Junto con la cuestién del origen hay que destacar la caracteriza-
cién de la matemdtica como actividad. Contempla la matemdtica de

36 Critica el autor la no correspondencia del titulo del libro de PiaGET, J., La
wenesis del nimero en el nivie: 1941, con su centenido. Dice que la cuestién de
la génesis la desarroll6 Piaget en sus primeros escritos, pero mds tarde adopta
una aproximacion epistemolégica y no genética. Explica esto diciendo que
mientras Euclides adoptd la aproximacion del sentido comin para los nimeros,
éste fue abandonado por aproximaciones solisticadas para evitar las paradojas.
Piaget adopta ya estas versiones sofisticadas, en concreto la de Frege-Russell pa-
sada por Bourbazki. Es decir, la episteme de Piaget adopta el estadio del conoci-
miento en la Gltima etapa conocida por &l, y esto en opinién de Freudenthal
esta lejos de trazar la génesis del nimero en el nifio. En otro lugar dirda que trata
de conceptos y no de objetos mentales que son los acreedores de la aproxima-
cién genética.

37 0.c., 1991, p. 17.
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modo dindmico dentro del gran proceso de desarrollo del conoci-
miento de la humanidad. Un proceso en el que esa realidad del sen-
tido comun logrado en cada tiempo, encuentra expresiones en re-
glas, en estructuras, que se convierten a su vez en materia base para
momentos de abstraccién superiores generando esa jerarquia que se
distancia de ese sentido comin originario hasta llegar a convertirse
en la realidad mas alejada de él. Esta actividad esta realizada por in-
dividuos concretos, y es una actividad mental especifica y distinta de
la que realizan cuando pretenden lograr otras formas de conoci-
miento como las que proporcionan las ciencias de la naturaleza o las
ciencias sociales.

La actividad matematica se inicia pues en procesos de matemati-
zacion de lo real. El autor acude a la historia para diferenciar los
momentos en que los modelos matemaditicos aplicados al conocimien-
to y transformacién de la naturaleza, han respondido al sentido
comn primero y a teorias complejas después. La creencia platonica
comin de que el movimiento de los cuerpos celestes era circular o
la creencia aristotélica de que el movimiento uniforme era el ideal
son la base para asentar indagaciones sobre estos modelos ideales.
La constatacidén de perturbaciones lleva a modelizar por aproxima-
ciones sucesivas, que dan cuenta lo mis exactamente posible del
fendbmeno en estudio, siendo el modelo una mediacién entre teoria
y realidad38.

El lenguaje es un elemento de importancia capital en los procesos
propios de la actividad matematica. Tomemos los nimeros enteros
como ejemplo de integracidon del lenguaje comin con el lenguaje
aritmético. Los simbolos para los niimeros estin integrados en el len-
guaje escrito y es en este ambito donde el simbolo adquiere realidad
por si mismo, una realidad aparentemente independiente de su crea-
dor, quien a su vez trata de reorganizar su creacidn generando una
jerarquia fenomenoldgica, y por medio de ella, organizar también su
entorno, empleando el instrumento matematico para el conocimien-
to del mismo. Estructurar es un medio de organizar fenémenos fisi-
cos y matemadticos e incluso de la matematica como un todo, siendo
la estructura la forma abstraida de su expresion lingiiistica.

El nimero es un buen ejemplo para poner de manifiesto la ten-
sidbn entre objeto mental y concepto. En esta dindmica el lenguaje

38 “Seglin mi terminologia un modelo es solamente el intermediario —a veces
indispensable— por el cual una realidad compleja o una teoria es idealizada o
simplificada en orden a llegar a ser accesible a un tratamiento formal matemati-
co” (1991, p. 34).
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juega un papel importante, pues mientras que el primero busca sélo
la expresion lingliistica para cobrar objetividad, el segundo requiere
que esa expresion tenga el rigor maximo. Las numerosas definicio-
nes que caracterizaron el concepto de nimero a finales del XIX son
un buen ejemplo de ello.39

La importancia del lenguaje en el desarrollo de estos procesos
mentales ha llevado a veces a considerar que estos son secundarios
y que la matematica puede ser reducida a lenguaje. Los nimeros
proporcionan de nuevo a Freudenthal un buen ejemplo para com-
prender donde radica este error, que para él esta en el hecho de que
el isomorfismo existente entre el objeto mental nimero y el numeral
que lo representa lingliisticamente se ignora como tal y se pasa a la
identificacion del nimero con el numeral.

Esta concepcién de la matematica, de su desarrollo y de los pro-
cesos que en ella tienen lugar proporcionan una base de sustenta-
cién para los principios didacticos que Freudenthal propone, com-
pletados como él mismo dice en su observacion de lo que hacen los
didactas y en su propia experiencia como matematico.

Principios diddcticos

Son tres los principios didadcticos que el autor propone: la reinven-
cion guiada, los nexos con la realidad y el tratamiento del aprendi-
zaje como proceso de procesos. Sin embargo, en sus escritos aparece
reiteradamente otro principio que denominaré orden en el aprendiza-
Je. Veamos sucintamente lo que significa cada uno de ellos.

1.- Freudenthal dice preferir la reinvencion guiada a principios
de otras propuestas didicticas vigentes, como resolucion de proble-
mas, beuristica o método genético, por dos razones. Por una parte,
posibilita a quien aprende encontrar su propio nivel explorando los
caminos con toda la ayuda que necesite, la mucha o la poca que ca-
da caso requiera. Por otra, el descubrimiento personal refuerza la
motivacién y genera una actitud positiva hacia la matematica en tan-
to que actividad humana, pues a ella se orienta la guia.40

39 Véase la presentacion que hace Frege de los diversos conceptos de ntime-
ro en FreGE, G.:1884.

40 En palabras de Freudenthal: “el que aprende deberia reinventar el mate-
matizar mas que la matematica, el abstraer mids que la abstraccién, el esquemati-
zar mis que los esquemas, el formalizar mas bien que las férmulas, el algoritmi-
zar més que los algoritmos, el verbalizar més que el lenguaje” (1991, p. 49).
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2.- Matematizar es un ejercicio de generar nexos con la realidad,
y es a través de esos procesos como ha emergido la matematica.
Cuando describimos nuestro mundo, tanto fisico como social, el len-
guaje incorpora tantos términos matematicos que se nos hace dificil
reconocerlos como tales. Hay mucha matematica absorbida en el
sentido comun.

Una de las actividades didicticas fundamentales del profesor es
identificar contextos, es decir dominios de la realidad, que se desve-
len ante el que aprende como susceptibles de ser matematizados. De-
be dejarse al alumno el matematizar las situaciones-problema en la
naturaleza o en la sociedad, pues al hacerlo, al reinventarlo, queda
superado el dualismo de matemadtica y matematica aplicada. Evitar es-
ta dualidad en los procesos de aprendizaje es un objetivo de nuestro
autor en el tratamiento de los nexos entre matematicas y realidad.

3.- Para Freudenthal considerar el aprendizaje como proceso de
procesos es un principio didactico. Los procesos y la observacion de
los mismos no son meramente instrumentos o materias de investiga-
cién. Distingue entre procesos de corta y de larga duracién. En el
caso de estos ultimos se puede orientar al alumno hacia la adquisi-
cién de la actitud matemitica, pues permiten guiar la reinvenciéon
con acciones como: aprender a olvidar, a recordar, a reconocer “in-
sigts”, a entrenarse en desarrollar experimentos mentales, a reflexio-
nar sobre el proceso mismo.

4.- Hay un orden a tener en cuenta para un mejor aprendizaje, y
es el inverso al que proponen los que empiezan dando conceptos y
estructuras y buscando luego ejemplos que los concreticen. Se de-
ben buscar primero los fenémenos que llevan casi forzosamente al
que aprende a constituir los objetos mentales que son matematizados
por un concepto determinado.4! El objetivo final del proceso en-
sefianza/aprendizaje son los objetos mentales, expresion que le satis-
face porque puede extrapolarse a operaciones mentales. 42 El cono-
cimiento no empieza por los conceptos sino al revés, éstos son el
resultado del proceso cognitivo; por ejemplo, nimero estid generado
por un proceso, el de contar, y no por una definicién explicita.

41 Cfr. o.c. 1983, pp. 32-33.

42 Alude al largo camino recorrido por el concepto de funcion del que dis-
ponemos actualmente, indicando cémo el uso del término ‘funcién’en Leibniz y
Bernoulli no tenia mis referente que un objeto mental (1991, p. 19). Sobre el
largo proceso de constitucién del concepto de funcién puede verse el Apéndice
al capitulo segundo de la parte II, en CANON , C.: 1993.
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Para concluir

La propuesta fenomenologica presenta dificultades especificas
cuando se trata de introducir en procesos matematicos en los que in-
terviene el infinito, pues las representaciones mentales no alcanzan
al fenémeno del infinito. Ya Leibniz acudi6 a la aplicacién de princi-
pios metafisicos para justificar su tratamiento del infinito. Luis Puig
se hace eco de esta dificultad y apunta que “lo que la didactica debe
hacer es organizar un campo de experiencias que abarque el mayor
numero de fendbmenos en cuestidén y organizar la instrucciéon de mo-
do que pueda constituirse un objeto mental con el cual se sea capaz
de tratar con estos fenémenos”.43

La propuesta didactica de Freudenthal expresa sus convicciones
acerca del papel formador de la Educacién Matemadtica. Para este au-
tor, el modo de proponer el aprendizaje de la matematica no es ajena
a la imagen que cada cual tenga de la sociedad y de su jerarquia,
pues al hacerlo esta poniendo de manifiesto como espera cada cual
que la matematica contribuya a los beneficios mutuos entre la socie-
dad y sus miembros y cémo valora a las mismas personas. Pues esta
valoracion determina los modos como esperamos que aprendan ma-
tematicas los nifnos: libremente o esclavizados, guiados u obligados.
La matemitica, su ensefianza y su aprendizaje, no son separables de
la posicién antropologica y ética de quienes llevan a cabo las diver-
sas tareas que las hacen realidad, a la vez con esas tareas se contribu-
ye a la formacién de un tipo de sujetos y de sociedad determinados.

III.-Constructivismos

Entre las epistemologias con mayor éxito que alimentan las pro-
puestas de EM estan los constructivismos, un plural complejo que tra-
taremos de desentrafiar. Bajo este nombre cabe un nimero casi ilimi-
tado de propuestas —“en la casa de Kant hay muchas moradas” 44 En
el caso de la educacién matemadtica el término remite a dos grandes
corrientes sustentadas cada una de ellas en un referente psicologico
propio: el constructivismo radical remite a Piaget, el constructivismo
social a Vygotsky. Presentaremos ambas a continuacién.

43 Puig, L.: 1997, p. 87.
44 Expresion usada por HACKING, L.: 1998.
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Constructivismo radical

El paradigma psicolégico imperante cuando Piaget inicid su tra-
bajo era el conductismo. Piaget introduce el sujeto activo entre el
estimulo y la respuesta, pues para él aprender es un proceso de con-
tinua reorganizacién cognitiva. Para Piaget la organizacion es siem-
pre el resultado de una interacciéon necesaria entre la inteligencia
consciente y el ambiente, caracterizindola como “adaptacion”.

Las ideas de Piaget son el fundamento de la teoria del constructi-
vismo radical, que ha hecho suyo el argumento piagetiano de que la
funcién cognitiva es adaptativa en el sentido bioldgico del término, y
lo ha colocado como eje de sustentacion de sus propuestas.4> Lo
epistemologicamente decisivo es como encaja el marco conceptual
de un individuo con sus experiencias, y no el objetivo de lograr una
correspondencia con el mundo. El autor norteamericano Von Gla-
sersfeld es la autoridad reconocida como intérprete tedrico de esta
propuesta?® cuya fundamentacién ha expuesto en varios lugares y
sucintamente presentamos a continuacion.47

“Los dioses poseen la certeza, pero a nosotros como hombres nos
ha sido dado s6lo conjeturar”. Esta cita de Alcmedn usada por Von
Glasersfeld tiene fuertes resonancias en el dmbito de la epistemo-
logia de la Matemitica, pues fue tomada por Lakatos como expre-
sidn de su programa falibilista. Von Glasersfeld la usa para el 4mbito
mas amplio de la teoria del conocimiento y con ella anuncia el dis-
tanciamiento respecto de cualquier teoria del conocimiento de caric-
ter representacional,48 de manera que el conocimiento no se refiere,

45 PI1AGET, J.: 1937, en VON GLASERSFELD: 1991, p.16.

46 Asi es reconocido tanto por los autores que se encuadran en esta pro-
puesta, como por sus criticos —Freudenthal entre ellos—, y por quienes como
SIERPINSKCA ¥ LERMAN (1996) o ERNEST, P. (1998) presentan las aportaciones del
constructivismo y sus limites.

47 Pueden verse entre otros VON GLASERSFELD: 1981. Hay version inglesa ela-
borada por el propio autor en 1984 y traduccién espanola de 1993; Von Glasers-
feld: 1985, accesible en http://www.oikos.org/constructivism.htm. Entre los au-
tores sobre los que se asienta la propuesta estin los estoicos, Vico, Hume y
Kant, y algunos contemporineos como Piaget, Ceccato y Maturana. Von Gla-
sersfeld se manifiesta en continuidad con representantes del pragmatismo como
Dewey, se considera discipulo de Feyerabend y sus tesis principales no serian
criticadas por autores posmodernos como Rorty.

48 « el constructivismo que yo represento, se aparta radicalmente de los
demads ismos del mundo conceptual tradicional. La diferencia radical estd en la
relaciéon entre saber y realidad. Mientras la concepciéon tradicional de la teoria
del conocimiento, asi como de la psicologia cognitiva, considera esta relacién
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pues, a una realidad ontoldgica objetiva, sino al ordenamiento y or-
ganizacién de un mundo constituido por nuestras experiencias.

El constructivismo radical quiere dar respuesta a la cuestiéon kan-
tiana de que nuestra experiencia no puede ensefiarnos nada sobre la
naturaleza de las cosas en si. La respuesta la encuentra incoada en la
obra de Giambattista Vico (1710), De Antiquissima Italorum Sapien-
tia: solamente Dios sabe cémo es el mundo verdadero, pues es su
creacidn y conoce, por tanto, los planes y los materiales con que fue
hecho; del mismo modo, nosotros sélo podemos saber aquello que
construimos.

Considera que la epistemologia es “un estudio de cémo opera la
inteligencia, de los caminos y medios que emplea para construir un
mundo relativamente regular a partir del fluir de su experiencia”. 49
Por eso llama operar a la actividad que construye el conocimiento, y
se trata del operar de esa instancia cognitiva que como bien dice Pia-
get, al organizarse a si misma, organiza su mundo experiencial. La
cuestion de por qué no podemos construir la realidad al modo que
nosotros queremos es contestada aplicando el principio de viabilidad,
es decir que cualquier construccion, sea de caricter fisico, sea de
caracter conceptual, estd sujeta a restricciones. Por ejemplo respetar el
principio de no contradiccién forma parte del juego racional.

Todo constructivismo comienza con el supuesto de que la activi-
dad cognoscitiva ocurre en el mundo de la experiencia de una con-
ciencia que tiende a un fin. Pero ese cardcter teleolégico nada tiene
que ver con la teleologia de una “realidad exterior”, nada tiene que
ver con la teleologia aristotélica. El telos de que aqui se habla tiene
s6lo que ver con que un organismo vivo evalGia sus vivencias y al
hacerlo tiende a que unas se repitan y otras sean evitadas. Esto lleva
a su vez consigo la creencia en la regularidad (Hume) y con ella en
la posibilidad de la induccién como propia de todo ser viviente.

Estos principios son incompatibles con las nociones de conoci-
miento, verdad y objetividad tradicionales, y requieren una recons-
truccion radical de la propia nocién de realidad. En sintesis, lo que
vivimos y experimentamos, lo que conocemos y llegamos a saber,
estd necesariamente construido con nuestros propios materiales y s6-
lo se puede explicar por la manera y la forma de haber sido construi-
dos. El constructivismo radical aspira a proponer un modelo que util.

siempre como un acuerdo o correspondencia grifica (o icénica), el constructi-
vismo radical ve dicha relacién como una adaptacion o ajuste en sentido funcio-
nal” (1981/1993, p. 22).

49 VON GLASERSFELD, 1981/1993, p. 31.
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La concepcion de la Matematica que subyace

Recodibamos mis arriba una frase de Alcmedn comentada por
Lakatos en su defensa del conocimiento matemditico como conoci-
miento falible. Nicolas Balacheff, por ejemplo, prueba la compatibili-
dad del modelo de desarrollo piagetiano con el modelo propuesto
por Lakatos para describir el desarrollo matematico0. La pérdida de
la certeza en matemadticas ha sido argumentada de diversos modos
como deciamos al comienzo de este estudio. El falibilismo del cons-
tructivismo radical estd en consonancia con la teoria del conoci-
miento que acabamos de esbozar.51

Por su parte, Von Glasersfeld argumenta la inexistencia de dimen-
sién ontoldgica en la matematica mediante una comparacién entre el
juego del ajedrez y las matemadticas. En el ajedrez, si se rompen las
reglas del juego, el juego mismo deja también de existir. Sin embar-
go, en el caso de la matematica hay algo mas que unas reglas al mo-
do del ajedrez, pues los elementos a los que se aplican las reglas no
son invenciones libres. Cuando realizamos la operacién de contar,
por ejemplo, los elementos surgen de la abstraccion hecha de la ex-
periencia ordinaria, y los conceptos abstractos basicos tales como
“unicidad” o “pluralidad” tienen una vida por si mismos antes de ha-
ber sido incorporados al reino de la matematica.

Es precisamente esta relacién entre la experiencia de cada dia y
la practica conceptual lo que lleva a la creencia de que las matemati-
cas reflejan el mundo real. Pero esta creencia asi inducida, y asenta-
da en la infalibilidad de las operaciones matematicas (errores aparte)
debida a que estan regidas por reglas, no constituye una prueba de
que estas operaciones dan acceso a una realidad ontolégica. La cer-
teza de los “hechos matematicos surge de la observacion de los ma-
tematicos de estar de acuerdo en los modos de operar, no de la na-
turaleza de un universo objetivo”.52

Puntos debiles de la propuesta educativa del constructivismo radical
En un estudio sobre la investigacién en EM, dice Lerman: “Al ju-

gar un papel secundario todas las formas de interaccién social inclui-

50 Cfr. BALaCHEFF: 1991, en VON GLASERSFELD: 1991, pp. 89-110.
51 (cfr. http://www.oikos.org/constructivism.htm, p. 6-8).
52 VON GLASERSFELD: 1991, xvi.

28



La mediacién de la epistemologia matematica en ...

do el lenguaje, subsidiarias de las lentes interpretativas de la cogni-
cion individual, el constructivismo radical conduce a un camino que
va al solipsismo. En particular el papel del profesor puede ser inter-
pretado solamente como el de quien ofrece actividades que le pare-
cen adecuadas al estadio del desarrollo de los nifios y que pueden
producir algunas perturbaciones para algunos de ellos”.53

Aparecen aqui los dos puntos débiles mas significativos de esta
propuesta. El constructivismo radical como un camino que conduce
al solipsismo y el papel del profesor en cuanto que exige unas carac-
teristicas dificiles de conciliar con la realidad del aula. Veamos am-
bas cuestiones.

En primer lugar, la acusacién de solipsismo viene de la mano de
la descripcion de las causas que abren este camino sin retorno: el pa-
pel secundario que se otorga en la propuesta a las formas de interac-
cion social y cultural. Este papel secundario es asignado a factores
tan relevantes en educacidén como son los factores lingiiisticos, las in-
teracciones interpersonales, el papel del profesor, el aprendizaje del
conocimiento heredado... En sintesis, no da buena cuenta de como
reconciliar lo privado y lo publico, lo individual y lo comun, los as-
pectos psicologicos con los sociologicos y culturales del aprendizaje.

En el constructivismo radical, el principio fundamental es que el
profesor/a reconozca que no estd ensefiando matemaiticas a los
alumnos, sino “ensefindoles a desarrollar su cognicion”>4. Asi, “en-
sefar es una tarea de inferir modelos a partir de las construcciones
conceptuales de los alumnos y generar a partir de ellos hipétesis pa-
ra dar la oportunidad de modificar sus estructuras de modo que les
conduzcan hacia acciones matematicas que puedan ser consideradas
compatibles con las expectativas y objetivos del profesor”.

Consideran un prerrequisito para ensefar el establecimiento de
un dominio de consenso que incluye tanto al profesor como al alum-
no: “Si dos personas o incluso la sociedad entera miran a través de
unas gafas distorsionadas y estin de acuerdo en lo que ven, esto no
hace aquello que ven mis real, significa simplemente que sobre las
bases de tal acuerdo pueden construir un consenso en ciertas areas
de sus mundos de experiencia subjetivos. Esas areas de relativo
acuerdo son llamadas “dominios de consenso”, y uno de los mis an-
tiguos en el mundo occidental es el dominio de los nimeros.

53 LErRMAN: 1998, p. 347.
54 Correy, 1990; p. 110.
55 VON GLaSERSFELD: 1990, p. 34.
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El concepto de dominio consensual es debido a Maturana (1978),
y es determinante tanto para el desarrollo del aprendizaje como para
la evaluacién del mismo: “Un entorno de aprendizaje esta creado li-
teralmente por sus participantes, y un profesor puede usar su gene-
ralizacidén conceptual en este contexto para guiar e interpretar la ac-
tividad matematica de los nifios”.50 “Cuando el profesor cree que él
y el alumno han negociado un dominio de consenso dentro del 4m-
bito de esas experiencias, entonces puede decirse que el material ha
sido ensefiado”.57 Hasta lograr el dominio de consenso, las interac-
ciones con otros tienen importancia en cuanto que producen habi-
tualmente perturbaciones en el sujeto que aprende. Es papel del
profesor el trabajar esas perturbaciones hasta llegar a reconocer el
modelo con el que el alumno trata de hacerse con los conceptos y
operaciones para actuar posteriormente sobre él. Estos son los mo-
dos en que el profesor pone en juego sus conocimientos a favor del
aprendizaje del alumno.

La funcién del profesor, asi concebida, posibilita a los constructi-
vistas radicales poner de manifiesto su distancia respecto de las pro-
puestas de educacién matematica basadas en el conductismo. Una
de las distinciones centrales en este sentido es la de enserniar y entre-
nar, distincién que los éxitos del conductismo no lograron eliminar.
Un profesor constructivista se propone que los conceptos de los es-
tudiantes encajen en el dominio consensual de un campo particular.
No abdica de su papel de guia, sino que lo usa para animar y orien-
tar los esfuerzos de los estudiantes por generar en ellos una com-
prensién conceptual auténoma. Nunca darid a sus alumnos resulta-
dos terminados y cerrados, pues se orienta a ensefiar, no a entrenar.
Si el profesor se propusiera entrenar buscaria que el comportamien-
to de sus estudiantes consistiera en repetir las respuestas al modo
conductista, mientras que ensefiar se orienta a generar una compren-
sidn conceptual autébnoma.

En continuidad con lo anterior y como afirmacién frente a la linea
conductista, el punto de vista constructivista sostiene la importancia
de la reflexion. No hay duda de que la habilidad reflexiva es la fuen-
te mayor de conocimiento en todos los niveles de la matematica, y
que es la negacién de la reflexién como fuente de conocimiento la
que ha llevado a hablar de metacognicion.>8

50 STEFFE: 1991, p. 192.

57 LOKHEAD, J.: 1991, p. 75.

58 Cfr. Von GrLaserSFELD: 1991, xviii. A este respecto, un miembro destacado
de esta corriente afirma: “En una epistemologia donde ensefiar matemdticas es
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Concluimos la presentacién de esta corriente, sin duda fecunda a
juzgar por el gran numero de adherentes y de trabajo desarrollado.
Sus criticas y propuestas de superacion al conductismo y la incorpo-
raciéon de las teorias de Piaget liberandolo en cierto sentido de su
vinculacién inicial al bourbakismo, han mostrado su potencialidad
para sustentar otras propuestas de Educacién Matemdtica con nue-
vos limites, pero diferentes de los anteriores. El constructivismo so-
cial constituye una de las tentativas de superacion de de algunos de
los limites sefialados en el constructivismo radical, y a él dedicamos
las proximas paginas.

La filosofia de la matematica y el constructivismo social
en Educacion Matematica

Dentro de las innumerables moradas de la casa kantiana del
constructivismo, el constructivismo social tiene multiples acepcio-
nes>. En el 4mbito de la educacién matemitica, las aproximaciones
sociologicas propias de la Sociologia del Conocimiento Cientifico no
han prevalecido®, sin embargo se han producido cambios en los re-
ferentes psicolodgicos utilizados que han dado como resultado pro-
puestas que comparten algunos elementos comunes bajo el nombre
de constructivismo social. La sustitucion del paradigma piagetiano
por la obra de Vygotsky comporta un desplazamiento de la centrali-
dad de las estructuras cognitivas del sujeto colocando en su lugar la
influencia sociocultural del contexto.®!

visto como orientada a la comunicacion interactiva en un dominio de consenso
de experiencia, aprender matematicas es visto como abstraccion reflexiva en el
contexto de la teoria de esquemas. En esta perspectiva, el conocimiento ma-
temitico es entendido como esquemas coordinados de accién y operaciéon”
(STEFFE: 1991, p. 177).

59 Véase en el ambito que nos ocupa la descripcion de este estado de la
cuestion en ERNEST, P.: 1994, el capitulo correspondiente al mismo autor “What
is Social Constructivism in the Psychology of Mathematics Education”. Esta acce-
sible en Internet www.wx.ac.uk/%7EPERNEST/. Ver también la acepcién en el
caso de las filosofias de la matematica: DE LORENZO, J.: 2000. Desde una perspec-
tiva mas general puede verse el libro de Kacking, I.: 1998.

60 Una presentacién de la Sociologia del Conocimiento Cientifico puede ver-
se en LaMo DE ESPINOSA ET AL.: 1994. La afirmacion referida a la EM puede con-
trastarse en LERMAN: 1990.

61 Véase SIERPINSKA & LERMAN: 1996. También P. Ernest, en el capitulo ya cita-
do de su libro de 1994, ofrece una descripcion pormenorizada de las fases, co-
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El constructivismo social ha encontrado en las propuestas falibilis-
tas de la matematica y en las epistemologias naturalizadas de la mis-
ma, las comparieras de camino para dar forma a las propuestas de
EM sustentadas en las teorias de Vygotsky. El sujeto es un producto
sociocultural e histérico, de manera que carece de sentido hablar de
conocimiento individual sin que sea un conocimiento situado en
contexto o en actividad. El conocimiento es cultural y se produce y
controla socialmente, también el conocimiento matematico.

Como en el caso de Piaget, el conductismo imperaba cuando Vi-
gotsky realiza su trabajo y tuvo la genialidad de insertar entre el esti-
mulo y la respuesta la mediacion de la cultura bajo la forma de sig-
nificado. El sujeto que conoce es ya un individuo en accién y un
sujeto social, y las actividades mentales asociadas con el sujeto acti-
vo tales como generalizar, discriminar, memoria, accién voluntaria. ..
son productos de la comunicacién entre el nifio y los adultos que le
rodean, son actos sociales.%2 Los significados que se remodelan y
cambian en los contextos socioculturales, el nifio los recibe con el
lenguaje al introducirse en la cultura correspondiente.

Vygotsky critica a Piaget por intentar derivar el pensamiento 16gi-
co del nifio y su completo desarrollo del puro diidlogo de la cons-
ciencia, divorciando asi este proceso de la actividad prictica social.
También incide en este punto al criticar su resistencia a estudiar inte-
gradamente los distintos aspectos de la actividad humana, en parti-
cular cuestiona la disociacién entre el afecto y la inteligencia: “Cuan-
do nos aproximamos al problema de la interrelacién entre
pensamiento y lenguaje y otros aspectos de la mente, la primera
cuestién que surge es la del intelecto y el afecto. Su separacién co-
mo materias de estudio es una de las debilidades mayores de la psi-
cologia tradicional”.63

Las criticas desde la tradicién constructivista radical se centran en el
problema de cémo es posible que si el conocimiento esti en el plano
social, llegue a ser algo del individuo, en qué consiste el proceso de
internalizacion. Una respuesta a esta objecion es la de Leontev®4, que

rrientes y autores que han contribuido a desarrollar la perspectiva de constructi-
vismo social en EM.

62 Cfr, HARRE & GILLETT: 1994 y Luria: 1973, p. 262.

63 VyGoTsky, 1986, p. 10. En esta linea, con soporte tedrico en diversas te-
orias psicologicas y socioldgicas, Inés M? Gomez Chacén ha estudiado los afec-
tos en el aprendizaje matemdtico. Véase el libro de esta autora Matemdtica
Emocional, Madrid, Narcea, 2000.

64 LEonT’EV: 1981, p. 57.
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siguiendo a Vygotsky describe asi el proceso de internalizacién: “no
es la transferencia de “plano de consciencia” externo a uno interno,
preexistente; es el proceso en el cual este plano se forma”. En esta
perspectiva es el aprendizaje quien lleva al desarrollo, contrariamen-
te a Piaget para quien el desarrollo condiciona el aprendizaje. FEl
aprendizaje empuja al nifio hacia su futuro, mas que ejercitarlo en lo
que hoy es. El profesor tiene aqui un papel fundamental.

La filosofia de la matematica sustentadora del c.s. en EM

Las epistemologias de la matematica surgidas frente a las concep-
ciones absolutistas del conocimiento matematico, se han convertido
en las companeras de camino que dan forma a las propuestas de EM
sustentadas en las teorias de Vygotsky.05

Una propuesta significativa en EM, la del inglés P. Ernest, presen-
ta la matematica como una construccion social, un producto cultural
falible como cualquier otro tipo de conocimiento. 6 Los rasgos ca-
racterizadores de la filosofia de la Matematica que elabora Ernest co-
mo sustentadora de la propuesta de educacién matemadtica que sos-
tiene parten de un posicionamiento critico ante las asi llamadas
filosofias absolutistas de la matematica, entendiendo por tales las fi-
losofias ligadas a los programas de fundamentacién —logicista, for-
malista e intuicionista— y las posiciones platonistas. Todas reconocen
en la matemitica un cuerpo de conocimiento cierto. En contraste
con ellas estin las llamadas por €l, siguiendo a Confrey (1981), filo-
sofias del cambio conceptual, que sostienen que el conocimiento
matematico es falible, corregible y en ultima instancia un producto
social cambiante. La obra de Lakatos constituye el punto de inflexién
como ya dijimos en la primera parte de este estudio. Reconoce que
todo conocimiento estd culturalmente condicionado y estd cargado
de valores, interconectado y basado en la actividad humana. Tanto
el origen como la justificacion tienen caracter social, y se logran por
consenso, jugando el lenguaje un papel especialmente relevante.

En opinién de Paul Ernest (1994) la problematica del constructi-
vismo social para la EM tiene dos vertientes. Una es como dar cuen-
ta del aprendizaje del individuo sobre las bases de una construccion

65 En el estudio tantas veces citado de SIERPINSKA & LERMAN: 1996 puede verse
una amplia descripcién de estas epistemologias falibilistas y naturalizadas. Tam-
bién en DE LORENZO, J.: 2000.

66 Véase el articulo en este volumen del profesor Jesds Alcolea.
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social; la otra, cobmo dar cuenta de la naturaleza del conocimiento
matematico en tanto que socialmente construido.

Para la primera encuentra cauce en las bases psicolégicas propor-
cionadas por Vigotsky y sus seguidores.67 Para la segunda ofrece es-
te autor una respuesta elaborada a partir de varias corrientes de la fi-
losofia de la matemadtica contempordnea. Cuatro cuestiones
articuladas dan forma a su propuesta: un origen sociocultural, una
Jjustificacion de las demostraciones quasi-empirico al modo lakato-
siano, una caracterizacion de “lo objetivo” como lo “socialmente
aceptable” mediado por las instituciones%8, y el lenguaje como me-
diaciébn entre la construccién individual y el caricter sociocultural
del conocimiento, adoptando un tipo de convencionalismo al modo
del Wittgenstein de las Investigaciones Filosoficas (1956) en el que
las reglas son parte de los juegos de lenguaje que remiten a formas
de vida.

En sus ultimos escritos, Ernest da un paso mas y matiza algunas
posiciones del convencionalismo como la de sustentar la verdad ma-
tematica en las reglas del lenguaje. Lo hace adhiriéndose a un cierto
pragmatismo, en particular el representado por Richard Rorty. Con él
adopta la conversaciéon —siendo ésta “fundamentalmente una forma
moral”- como base epistemoldgica para una filosofia constructivista
social de la matematica.®

Las verdades de la matematica son definidas por un acuerdo so-
cial implicito — patrones de comportamiento compartido~ sobre lo
que constituyen conceptos matemdticos aceptables, relaciones entre
ellos y métodos para derivar nuevas verdades a partir de otras ante-
riores. De este modo, segin Paul Ernest, la certeza matematica des-
cansa en reglas del discurso socialmente aceptadas incorporadas a
nuestras formas de vida. Hace suyo el argumento de Rorty de que
nuestra certeza en el teorema de Pitdgoras es nuestra confianza en
que nadie va a encontrar un contraejemplo al teorema y, por tanto,

67 En etapas anteriores de su produccién, Ernest estuvo adscrito al construc-
tivismo radical. El mismo expresa asi su paso a las teorias de Vygotsky como re-
ferente epistemoldgico consistente con sus posiciones en epistemologia ma-
temdtica: “Aunque ofreci una critica del constuctivismo radical (por ejemplo,
ERNEST :1991), es sélo gradualmente como he llegado a la comprobacién de
cuin incompatible es la posiciéon neopiagetiana del c.r. con el punto de vista de
la inteligencia que se abre paso a través de la metifora de la conversacion” (Er-
NEST: 2004, p.82).

6 Cfr. BLOOR, D.: 1983.

9 Cfr. ERNEST, 2004, pp. 91 y 83 respectivamente.

34



La mediacion de la epistemologia matemitica en ...

“nuestra certeza serd mas bien un tema de conversacion entre perso-
nas que una interacciéon con la realidad no humana”.”0

Las criticas que pueden hacerse son las que corresponden por
una parte a las posibles criticas a las filosofias de la matematica que
toma de base y por otra a la consistencia de la conjugacién de las
mismas. El mismo reconoce que Vygotsky no es ninguna panacea y
coincide con otros autores’! en afirmar que la teorizacién de los as-
pectos cognitivos del aprendizaje matematico con base en Piaget
estin mas desarrollados que los correspondientes apoyados en Vy-
gotsky. Sin embargo, esta segunda via tiene a su favor que abre un
conjunto de lineas de avance prometedoras en investigaciébn como
son la linea semidtica, la relevancia de la retérica en las aulas de ma-
tematicas para el lenguaje escrito y hablado, el papel crucial del pro-
fesor como corrector del aprendizaje y no como mero catalizador, la
importancia de la clase vista como contexto social, etc.

Reflexiones finales

Dos son las cuestiones que al final de este trabajo emergen con
forma propia. La primera se refiere a que la EM es la arena en la que
se encuentra la matemdtica con un conjunto importante de ciencias
humanas y con la propia filosofia, y ese encuentro no se realiza en
abstracto, sino que tiene su lugar de verificacién en un espacio institu-
cionalizado: el aula y la escuela, con la mediacién de un profesor que
sostiene unas creencias. La segunda, mas central para la perspectiva
que aqui hemos adoptado, es la relevancia o no de la eleccién de
epistemologias de la matematica realistas o constructivistas para sus-
tentar las propuestas didacticas que los profesores adoptan en el aula.

La primera de las cuestiones pone de manifiesto la tensién de la
EM entre los saberes propios de las ciencias humanas y en especial
de la psicologia, y la epistemologia matematica. Incluso ante un
acuerdo sobre contenidos matematicos que los nifios y jovenes de-
berian conocer, la tensidén necesita para ser resuelta grandes dosis de
lucidez en los profesores y dialogo abierto entre quienes inciden en
la formacién de un mismo nifio o joven en su trayectoria escolar pa-
ra no someterle a procesos de matrices contrapuestas.

70 Rorty: 1979, pp. 156-157. Una critica a la epistemologia matemdtica de
Rorty puede verse en mi articulo “Pensar la matemitica en la posmodernidad”
(CANON: 2004).

71 Cfr. LERMAN: 1996.
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También tras esta primera cuestion se esconden cuestiones de
poder entre quienes reclaman para los matematicos la autoridad pa-
ra decidir como debe ser ensefiada su disciplina y quienes se la atri-
buyen a los tedricos de las ciencias humanas. En ambos casos, el
profesor se queda con la responsabilidad de formarse para cono-
ciendo ambos extremos elegir la propuesta didictica que a su juicio
contribuya a un mejor aprendizaje.

En relacién a la segunda de las cuestiones mencionadas, hemos
podido ver como en las presentaciones que hemos hecho se ponen
de manifiesto posiciones epistemologicas marcadamente diferentes,
que con muchos matices obedecen al predominio de grandes tradi-
ciones filosoficas: el realismo griego y el constructivismo kantiano.

¢Por qué ese vuelco de las concepciones griegas de la Matemaitica
a las propias de la modernidad? Cuando Kant se refiere a las diferen-
cias entre el quehacer filoséfico y el matemdtico afirma con nitidez: el
primero procede por anilisis, el otro por construccion de conceptos.
Y es en esta Gltima tarea en la que la razén vuela sin rozamiento algu-
no. La matemitica no precisa de la realidad externa para gestarse, la
paloma kantiana no encuentra rozamiento alguno en su vuelo libre.

Y esto hasta el punto de considerar, en frase de Piaget, que el
realismo griego tenia que ver con su todavia estado de infancia en
lo que a autorreflexién se refiere, a su distancia de Descartes.
Creian que la matemitica tenia que ver con las cosas, porque to-
davia no habian generado ese modo de considerar el conocimiento
como lo que corresponde a lo producido por la mente humana. Es-
taban, por decirlo asi, en un estadio de desarrollo cognitivo todavia
incompleto, que les llevaba a creer que las formas ideales que reco-
nocian como figuras geométricas por ejemplo, no habian sido pro-
ducidas por ellos mismos, sino que tenian que ver con las cosas ex-
ternas. Esto explica, en su opinién, que “las matematicas griegas
nacieran esencialmente realistas o, como ha dicho algun autor,
“contemplativas”.”2

Para el constructivismo moderno y el radical de Von Glasers-
feld que hemos presentado la matematica pasa a ser el juego de la
mente consigo misma, que se da cuando esta se cierra a toda rea-
lidad y Gnicamente se “siente” a si misma, pues s6lo puede cono-
cer lo que ha producido y de algin modo retiene dentro de si.”3

72 Cfr. PiaGet: 1970, p. 27.
73 Cfr. AReNDT: 1958, p. 310.
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Por su parte, las teorias de Vygotsky en psicologia y las corrientes
de sociologia del conocimiento empujan activamente la tercera via
de la construccién social y cultural. No es ya el sujeto trascenden-
tal de esquemas universales y necesarios, ni siquiera su manifesta-
cién naturalizada del sujeto epistemolégico piagetiano quien hace
matemadticas, sino un sujeto fragmentado y falible que se constitu-
ye en interaccién con la cultura y con el entorno social, un sujeto
que deviene tal en la medida en que desarrolla un juego de len-
guaje determinado al participar en las actividades y relaciones de
una forma de vida concreta generada en torno al quehacer ma-
tematico, a su ensefianza y a los procesos de aprendizaje genera-
dos para ello.

Se plantea aqui una cuestiébn que no tiene respuesta Unica: la in-
terpretacién griega de la matemadtica y del quehacer matematico, ies
s6lo un estadio en el desarrollo evolutivo de los modos de conocer?
Dicho de otra manera, shay que considerar que el planteamiento de
la epistemologia cartesiana, y en particular del constructivismo kan-
tiano, supone un estadio mas avanzado que el griego, y que por tan-
to cualquier interpretacién realista de la Matematica —no soélo la pla-
tonista— corresponde a un estadio evolutivo ya superado? Quienes
sostienen implicita o explicitamente una respuesta afirmativa a estas
cuestiones, sostienen alguna forma de constructivismo, quienes sos-
tienen una respuesta negativa, mantienen algin tipo de realismo, es
decir, consideran que el conocimiento matematico tiene que ver con
una realidad externa al sujeto —aunque no sélo— y encuentran en el
conocimiento matemadtico un medio para la relacién con la naturale-
za, de la cual procede en interaccidén con esa otra parte singular de
la realidad que es la mente humana. Es decir, los realistas de hoy no
ignoran las aportaciones que la modernidad ha hecho a la aporta-
cién del sujeto en la elaboracién del conocimiento, pero no quedan
encerrados en ellas.

¢De qué modo marcan el aprendizaje de la matematica las diver-
sas posiciones epistemoldgicas de los didactas y de los profesores?
Las propuestas didicticas que hemos presentado, muestran no sélo
la vigencia de los constructivismos, sino también la de dos modali-
dades de realismo: el explicito de Freudenthal y el de la Didactique
en sus situaciones diddcticas.

Estamos ante escenarios muy distintos y la obra didactica que
puede ser representada en cada uno de ellos es al menos inicial-
mente, diferente en muchos aspectos. Quedan abiertas cuestiones
importantes referidas a la formacién matematica de las futuras ge-
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neraciones: (Tienen todos los escenarios la potencialidad que se
requiere para formar nifios y jévenes matemaiticos en grado de ex-
celencia? O para quienes compartan la tesis de Thomas Hardy: “el
matematico nace, no se hace”, jcualquier camino iniciado desper-
tard la genialidad latente? ;Cualquiera de los escenarios puede de-
sarrollar adecuadamente las capacidades matematicas de los que
no nacieron genios? ;Hay algiin escenario que privilegie alguno de
estos cometidos?
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